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Abstrakt
Cı´lem te´to bakala´rˇske´ pra´ce je nale´zt dosud nezna´mou nekonecˇnou trˇı´du housenek s
pru˚meˇrem 6, ktere´ faktorizujı´ kompletnı´ graf na 2n vrcholech (pro n liche´), implementace
programu pro vyhleda´va´nı´ smı´sˇeny´ch ohodnocenı´ pro kostry a implementace programu,
ktery´ bude slouzˇit pro vstup zkoumany´ch stromu˚ do softwaru pro paralelnı´ vyhleda´va´nı´
faktorizacı´ kompletnı´ch grafu˚. Soucˇa´stı´ pra´ce je citace zna´my´ch vy´sledku˚ pro faktorizace
kompletnı´ch grafu˚ na housenky s pru˚meˇrem 4 a 5, da´le citace nutny´ch podmı´nek a
postacˇujı´cı´ch podmı´nek pro faktorizaci kompletnı´ch grafu˚ na kostry a jejich aplikace prˇi
charakterizaci vybrane´ nekonecˇne´ trˇı´dy housenek s pru˚meˇrem 6.
Klı´cˇova´ slova: faktorizace, kompletnı´ graf, kostra, housenka
Abstract
The goal of this bachelor thesis is to find an unknown infinite class of caterpillarswith a di-
ameter 6 that factorizes a complete graph of order 2n (where n is odd), an implementation
of a programme for finding blended labeling of spanning trees, and an implementation
of a programme which will work as an input into the software used for parallel search
for factorizations of complete graphs. A part of the thesis is a citation of known results
for factorizations of complete graphs into caterpillars with diameters 4 and 5. Further in-
cluded is a citation of necessary conditions and sufficient conditions for factorizations of
complete graphs into spanning trees and their applications for characterization of chosen
infinite class of caterpillars with a diameter 6.
Keywords: factorization, complete graph, spanning tree, caterpillar
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21 U´vod
Faktorizace kompletnı´ch grafu˚ na izomorfnı´ podgrafy je klasicke´ te´ma nejen teorie grafu˚,
ale take´ tzv. teorie designu˚. Toto te´ma je intenzivneˇ zkouma´no od sˇedesa´ty´ch letminule´ho
stoletı´, avsˇak o faktorizacı´ch kompletnı´ch grafu˚ se sudy´m pocˇtem vrcholu˚ na izomorfnı´
kostry bylo jesˇteˇ doneda´vna zna´mo velmi ma´lo. (Pouze se veˇdeˇlo, zˇe kompletnı´ graf
faktorizujı´ hamiltonovska´ cesta, dvojhveˇzda a existovala hypote´za, zˇe kazˇda´ symetricka´
kostra faktorizuje kompletnı´ graf.) O nesymetricky´ch kostra´ch nebylo zna´mo nic. V letech
2004-2011 se podarˇilo ty´mu (Kova´rˇ, Kova´rˇova´, Kubesa) kolem prof. Froncˇka plneˇ cha-
rakterizovat kostry s nejvy´sˇe cˇtyrˇmi nelistovy´mi vrcholy, ktere´ faktorizujı´ cˇi nefaktorizujı´
kompletnı´ grafy se sudy´m pocˇtem vrcholu˚. Tato pra´ce prˇirozeneˇ navazuje na prˇedesˇle´ vy´-
sledky a zaby´va´ se faktorizacemi kompletnı´ch grafu˚ na neˇktere´ kostry s peˇti nelistovy´mi
vrcholy.
32 Teorie
2.1 Grafy
Definice 2.1 Graf G je usporˇa´dana´ dvojice (V,E), kde V je nepra´zdna´ mnozˇina vrcholu˚ a E je
neˇjaka´ mnozˇina dvouprvkovy´ch podmnozˇin mnozˇiny V , zvany´ch hrany.
Vrcholovou mnozˇinu grafu G oznacˇı´me jako V (G) a hranovou mnozˇinu grafu G
oznacˇı´me jako E(G). Graf G pak mu˚zˇeme oznacˇit jako G(V,E), poprˇ. G = (V,E). Grafy
mu˚zˇeme zna´zornˇovat pomocı´ tzv. diagramu˚. Vrcholy diagramu˚ zna´zornˇujeme pomocı´
bodu˚ (nejcˇasteˇji pra´zdny´mi kolecˇky) v rovineˇ a hrany pomocı´ krˇivek. Krˇivky v diagramu
spojujı´ dvojice bodu˚, ktere´ zna´zornˇujı´ vrcholy grafu.Hrana je v grafu reprezentova´na jako
dvouprvkova´mnozˇina vrcholu˚, kdezˇto v diagramu je hrana reprezentova´na krˇivkou spo-
jujı´cı´ dva vrcholy. Vrcholy, ktere´ urcˇujı´ hranu, nazy´va´me koncove´ vrcholy hrany. Koncove´
vrcholy dane´ hrany jsou s hranou incidentnı´ a takove´ vrcholy nazy´va´me sousednı´. Naopak
ty vrcholy, ktere´ spojeny hranou nejsou, nazy´va´me nesousednı´mi, poprˇ. neza´visly´mi vr-
choly. Neza´visla´ mnozˇina je takova´ mnozˇina, ve ktere´ nejsou zˇa´dne´ dva vrcholy sousednı´.
Dveˇ hrany jsou sousednı´, pokud majı´ spolecˇny´ koncovy´ vrchol. Pokud spolecˇny´ koncovy´
vrchol nemajı´, nazveme dveˇ hrany nesousednı´mi, poprˇ. neza´visly´mi. Ke znacˇenı´ hran pou-
zˇı´va´me obvykle pı´smena z pocˇa´tku abecedy, a to nejcˇasteˇji e a f , vrcholy naopak nejcˇasteˇji
oznacˇujeme pı´smeny z konce abecedy, u, v, . . . , z. Oznacˇenı´ hrany e s koncovy´mi vrcholy
u a v pak mu˚zˇe by´t bud’e = uv nebo jen uv. Uka´zku diagramu grafu ma´me na obr. 1.
Obr. 1: Prˇı´klad grafu
Mu˚zˇeme narazit i na obecneˇjsˇı´ definice grafu˚, ve ktery´ch existujı´ tzv. na´sobne´ hrany,
tj. vrcholy jsou spojeny vı´ce nezˇ jen jednou hranou, nebo smycˇky (oba koncove´ vrcholy
smycˇny jsou totozˇne´). Takove´to grafy nazy´va´me multigrafy. Naopak grafy, ve ktery´ch
nejsou smycˇky ani na´sobne´ hrany, nazy´va´me jednoduchy´mi grafy. V nasˇı´ pra´ci se budou
vyskytovat vy´hradneˇ jednoduche´ grafy s konecˇnou vrcholovou mnozˇinou.
42.2 Stupenˇ vrcholu
Definice 2.2 Stupenˇ vrcholu v ∈ G je pocˇet hran, se ktery´mi je vrchol v incidentnı´. Oznacˇujeme
jej deg(v) nebo degG(v).
Oznacˇenı´ degG(v) pouzˇijeme, chceme-li rozlisˇit, ke ktere´mu grafu se vztahuje kon-
kre´tnı´ stupenˇ vrcholu v.
Pravidelny´ nebo take´ regula´rnı´ grafGma´ vsˇechny vrcholy stejny´ch stupnˇu˚. Platı´-li pro
kazˇdy´ vrchol v ∈ V (G), zˇe deg(v) = r, pak hovorˇı´me o r-pravidelne´m nebo r-regula´rnı´m
grafu G. Uka´zku vidı´me na obr. 2.
Nejveˇtsˇı´ stupenˇ grafu G (nejveˇtsˇı´ stupenˇ vrcholu v grafu) znacˇı´me ∆(G) a nejmensˇı´
stupenˇ grafuG (nejmensˇı´ stupenˇ vrcholu v grafu) znacˇı´me δ(G). Uka´zku vidı´me na obr. 3.
Obr. 2: 5-pravidelny´ graf, δ(G) = ∆(G) = 5
Obr. 3: Graf G, kde deg(v1) = 4, deg(v2) = 3, . . . , δ(G) = 1,∆(G) = 4
52.3 Podgrafy
Definice 2.3 Meˇjme da´n graf G = (V,E). Rˇekneme, zˇe graf H = (V ′, E′) je podgrafem grafu
G, jestlizˇe V ′ ⊆ V a soucˇasneˇ E′ ⊆ E.
Podgraf, ve ktere´m platı´ V ′ = V (podgraf obsahujı´cı´ vsˇechny vrcholy pu˚vodnı´ho
grafu G), nazveme faktorem grafu G.
Jestlizˇe E′ ̸= E nebo V ′ ̸= V , pak H nazveme vlastnı´m podgrafem grafu G. Pokud
vynecha´me v grafu G neˇktere´ vrcholy a vsˇechny hrany, ktere´ jsou s nimi incidentnı´ (a jen
ty), pak vznikne indukovany´ podgraf I . V indukovane´m podgrafu I(V ′, E′) grafu G(V,E)
jsou mezi vrcholy z V ′ ⊆ V vsˇechny hrany z E (viz obr. 4).
Obr. 4: Graf G a jeho: faktor F , podgraf H a indukovany´ podgraf I
62.4 Sledy, tahy a cesty
Definice 2.4 Sled v grafu G je takova´ posloupnost vrcholu˚ a hran
(v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn),
zˇe hrana ei, pro i = 1, 2, . . . , n, ma´ koncove´ vrcholy vi−1 a vi. Takovy´ sled mu˚zˇeme take´ nazvat
(v0, vn)-sledem.
Ve sledu procha´zı´me graf po hrana´ch, prˇicˇemzˇ vrcholy i hrany mu˚zˇeme opakovat
vı´cekra´t. Pocˇa´tecˇnı´m vrcholem (v0, vn)-sledu je vrchol v0 a koncovy´m vrcholem je vrchol vn.
Ostatnı´ existujı´cı´ vrcholy sledu jsou vnitrˇnı´ vrcholy. Je-li v0 = vn, pak nazveme sled uza-
vrˇeny´m. Ma´me-li jednoduche´ grafy, nemusı´me do za´pisu sledu psa´t hrany (mezi dveˇma
vrcholy bude vzˇdy nejvy´sˇe jedna hrana) a sled pak zapı´sˇeme bez za´vorek v0, v1, . . . , vn.
De´lkou sledu nazveme pocˇet hran vyskytujı´cı´ch se v dane´m sledu, vcˇetneˇ zapocˇtenı´ opa-
kujı´cı´ch se hran. Budeme-li mı´t sled de´lky 0, nazveme jej trivia´lnı´m.
Definice 2.5 Tah je sled, ve ktere´m se zˇa´dne´ hrany neopakujı´. Tah s pocˇa´tecˇnı´m vrcholem u a
koncovy´m vrcholem v nazveme (u, v)-tah.
Tah je tedy zvla´sˇtnı´m prˇı´padem sledu, a proto jsou definice pocˇa´tecˇnı´ch, koncovy´ch
a vnitrˇnı´ch vrcholu˚ analogicke´. Tote´zˇ platı´ pro definici de´lky tahu, s tı´m rozdı´lem, zˇe se
zde nevyskytujı´ opakujı´cı´ se hrany. Pokud pocˇa´tecˇnı´ vrchol sply´va´ s koncovy´m vrcholem
tahu, nazveme takovy´ tah uzavrˇeny´m tahem.
Definice 2.6 Cesta je sled, ve ktere´m se zˇa´dne´ vrcholy neopakujı´. Cestu s pocˇa´tecˇnı´m vrcholem u
a koncovy´m vrcholem v nazveme (u, v)-cesta. Cesty znacˇı´me P (z angl. path).
V cesteˇ se neopakujı´ hrany ani vrcholy. Vy´jimkou je cyklus (tzv. uzavrˇena´ cesta). Kazˇda´
cesta na n vrcholech ma´ de´lku n− 1.
Veˇta 2.1 Mezi vrcholy u, v ∈ V (G) existuje (u, v)-sled pra´veˇ tehdy, kdyzˇ v G existuje (u, v)-
cesta.
Na obr. 5 ma´me uka´zku sledu, tahu a cesty: posloupnost v1, v5, v4, v3, v2, v4, v1, v5, v3,
v2, v1, v3 je (v1, v3)-sled (ve sledu se opakujı´ naprˇ. hrany v1v5 nebo v2v3), posloupnost
v2, v4, v5, v3, v1, v4, v3, v2, v1, v5 je (v2, v5)-tah (v tahu se opakujı´ naprˇ. vrcholy v3 a v4) a
posloupnost v5, v1, v2, v3, v4 je (v5, v4)-cesta.
7Obr. 5: Ilustrace sledu, tahu a cesty
2.5 Souvislost grafu
Definice 2.7 Vrchol v je dosazˇitelny´ z vrcholu u v grafu G, pokud v G existuje (u, v)-sled. Graf
G je souvisly´, jestlizˇe pro kazˇdou dvojici vrcholu˚ u, v ∈ V (G) existuje (u, v)-sled. V opacˇne´m
prˇı´padeˇ je graf G nesouvisly´.
Jiny´mi slovy, souvisly´ graf je takovy´ graf, ve ktere´m jsou z libovolneˇ zvolene´ho vr-
cholu dosazˇitelne´ vsˇechny ostatnı´ vrcholy.
Vzda´lenost vrcholu u od vrcholu v (u ̸= v) je de´lka nejkratsˇı´ cesty z vrcholu u do vrcholu
v. Oznacˇı´me ji d(u, v), poprˇ. dG(u, v).
2.6 Du˚lezˇite´ trˇı´dy grafu˚
Definice 2.8 Cyklus nazveme graf s mnozˇinou vrcholu˚ V = {x1, x2, . . . , xn}, pro n ≤ 3, a
mnozˇinou hran E = {x1x2, x2x3, . . . , xnx1}. Cykly znacˇı´me Cn.
Definice 2.9 V u´plne´m grafu nebo take´ kompletnı´m grafu na n vrcholech jsou kazˇde´ dva vrcholy
sousednı´. Kompletnı´ graf znacˇı´meKn.
Definice 2.10 Kompletnı´ bipartitnı´ graf je takovy´ graf, jehozˇ vrcholova´ mnozˇinaV je sjednocenı´m
dvou nepra´zdny´ch disjunktnı´ch vrcholovy´ch mnozˇin U,W , a jehozˇ hranova´ mnozˇina E = {uw :
u ∈ U ∧ w ∈W}. Kompletnı´ bipartitnı´ graf znacˇı´meKm,n, je-li |U | = m a |W | = n.
Mnozˇiny U a W se nazy´vajı´ partity kompletnı´ho bipartitnı´ho grafu. Bipartitnı´ graf je
kazˇdy´ podgraf kompletnı´ho bipartitnı´ho grafu. V podgrafu bipartitnı´ho grafu mu˚zˇeme
pozˇadovat, aby obsahoval alesponˇ jeden vrchol z kazˇde´ partity kompletnı´ho bipartitnı´ho
grafu. Mezi dalsˇı´ du˚lezˇite´ trˇı´dy grafu˚ patrˇı´ tzv. pravidelne´ grafy, ktere´ jsou popsa´ny v
prˇedcha´zejı´cı´m textu a trivia´lnı´ graf obsahujı´cı´ jediny´ vrchol a zˇa´dnou hranu, tzn.mu˚zˇeme
jej cha´pat take´ jakoK1 (viz obr. 6 a 7).
8Obr. 6: Prˇı´klady kompletnı´ch grafu˚
Obr. 7: Kompletnı´ bipartitnı´ graf a bipartitnı´ graf
2.7 Stromy a kostry
Acyklicky´ graf je graf, kde zˇa´dny´ jeho podgraf nenı´ cyklem. Acyklicky´ souvisly´ graf
nazy´va´me stromem. Stromem je souvisly´ graf, ktery´ ma´ prˇi dane´m pocˇtu vrcholu˚ nejmensˇı´
pocˇet hran. Stromy znacˇı´me T (z angl. tree).
Veˇta 2.2 Necht’T je graf na n vrcholech. Potom jsou na´sledujı´cı´ tvrzenı´ ekvivalentnı´:
(0) T je strom,
(1) T je acyklicky´ a souvisly´,
(2) T je acyklicky´ a ma´ n− 1 hran,
(3) T je souvisly´ a ma´ n− 1 hran,
(4) T je souvisly´ a vynecha´nı´m jake´koli hrany porusˇı´me jeho souvislost.
9Vrcholy, ktere´ majı´ stupenˇ 1, nazy´va´me listy. Ve stromu ma´me mezi kazˇdy´mi dveˇma
vrcholy pouze jednu cestu. Podgraf S grafu G, ktery´ je stromem a platı´ V (S) = V (G),
nazy´va´me kostrou grafu G.
2.8 Izomorfismus grafu˚
Definice 2.11 Grafy G(V,E) a H(U,F ) nazveme izomorfnı´mi (znacˇı´me G ∼= H), jestlizˇe exis-
tuje takove´ proste´ zobrazenı´ φ mnozˇiny V na mnozˇinu U , zˇe pro kazˇde´ dva vrcholy vi, vj ∈ V
existujı´ vrcholy ur, us ∈ U takove´, zˇe ur = φ(vi), us = φ(vj) a hrana urus = φ(vi)φ(vj) patrˇı´
do mnozˇiny F pra´veˇ tehdy, kdyzˇ hrana vivj patrˇı´ do mnozˇiny E.
Je tedy zjevne´, zˇe hledane´ zobrazenı´ zachova´va´ sousednost i nesousednost vrcholu˚.
Jsou-li vrcholy sousednı´ v G, pak jsou jejich obrazy sousednı´ v H a naopak. Obrazy
nesousednı´ch vrcholu˚ budou neza´visle´. Platı´-li, zˇe G ∼= H , pak se mu˚zˇe sta´t, zˇe jejich
diagramy vypadajı´ jinak, ale jejich struktura je stejna´ (viz obr. 8).
Obr. 8: Izomorfnı´ grafyG aH s izomorfismem φ(v1) = u7, φ(v2) = u3, φ(v3) = u6, φ(v4) =
u2, φ(v5) = u1, φ(v6) = u4, φ(v7) = u5
Kazˇde´ dva izomorfnı´ grafy G a H majı´ stejny´ pocˇet vrcholu˚ a hran, stejne´ stupnˇove´
posloupnosti a pokud obsahuje graf G podgraf I , pakH obsahuje podgraf I ′ izomorfnı´ s
I .
Obr. 9: Prˇı´klad neizomorfnı´ch grafu˚ G a H (H obsahuje C3 narozdı´l od G)
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3 Rozklady a faktorizace grafu˚
Definice 3.1 Meˇjme grafH na n vrcholech. Dekompozice grafuH je mnozˇina navza´jem hranoveˇ
disjunktnı´ch podgrafu˚ G1, G2, . . . , Gs grafuH takova´, zˇe kazˇda´ hrana grafuH je obsazˇena pra´veˇ
v jednom podgrafuGr, kde r ∈ {1, 2, . . . , s} (viz obr. 11). Jestlizˇe je kazˇdy´ podgrafGr izomorfnı´ s
grafemG, pak se jedna´ oG-dekompozici grafuH . Jestlizˇe jeG souvisly´ faktorH , pakG-dekompozici
nazveme G-faktorizace (viz obr. 10).
Obr. 10: Cyklicka´G-faktorizace kompletnı´ho grafuK6, je-li G dvojhveˇzda na 6 vrcholech
3.1 Nutne´ podmı´nky dekompozice
Pro G-dekompozici dane´ho grafu H existuje neˇkolik zrˇejmy´ch podmı´nek. Pocˇet hran
|E(G)| musı´ deˇlit pocˇet hran |E(H)|, protozˇe kazˇda´ hrana grafu H patrˇı´ pra´veˇ do jedne´
kopie grafu G. Existujı´ take´ omezenı´ pro stupnˇovou posloupnost grafu G. Pocˇet kopiı´ G
v grafu H oznacˇme jako k = |E(H)|/|E(G)|. V multimnozˇineˇ D se stupenˇ vrcholu grafu
G objevuje pra´veˇ k-kra´t. Tato multimnozˇina musı´ by´t rozlozˇitelna´ na multimnozˇiny Di,
pro i = 1, 2, . . . , |V (G)|, a to tak, aby soucˇet stupnˇu˚ v kazˇde´ multimnozˇineˇ Di odpovı´dal
stupni vrcholu wi ∈ V (H).
Definice 3.2 G-dekompozice grafuH s n vrcholy na podgrafyG0, G1, . . . , Gs je cyklicka´, pokud
existuje usporˇa´da´nı´ (x0, x1, . . . , xn−1) vrcholu˚ v grafu H a pokud existuje izomorfismus φi :
G0 → Gi, pro i = 1, 2 . . . , s, takovy´, zˇe φi(xj) = xj+i pro kazˇde´ j = 0, 1, . . . , n − 1, prˇicˇemzˇ
soucˇty j + i jsou bra´ny modulo n a |E(H)|/|E(G)| = s+ 1 (viz obr. 11).
Z definice cyklicke´ G-dekompozice plyne, zˇe jakmile najdeme vhodne´ umı´steˇnı´ pro
kopiiG0 grafuG v grafuH , pak ostatnı´ch s kopiı´ grafuG zı´ska´me postupnou rotacı´ grafu
G0 (postupny´m prˇicˇı´ta´nı´m jednicˇek k indexu˚m vrcholu˚ v G0) v grafu H .
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Obr. 11: Cyklicka´ G-dekompozice grafu H , je-li G ∼= C3 a H ∼= K7
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3.2 Postacˇujı´cı´ podmı´nky dekompozice
Zatı´m nejsou zna´my zˇa´dne´ zcela obecne´ postacˇujı´cı´ podmı´nky pro dekompozici, tzn. pro
graf G rozkla´dajı´cı´ graf H , a to ani v prˇı´padeˇ, zˇe je graf H kompletnı´. Z tohoto du˚vodu
byly postacˇujı´cı´ podmı´nky urcˇeny pouze pro neˇktere´ trˇı´dy grafu˚ G. Zaby´vat se da´le bu-
deme pouze grafy H ∼= Kn, kde n je prˇirozene´ cˇı´slo. V teorii grafu˚ proble´m existence
G-dekompozice kompletnı´ho grafu prˇeva´dı´me na proble´m existence urcˇite´ho ohodnocenı´
dane´ho grafu G. Pokud chceme vysveˇtlit dekompozici kompletnı´ch grafu˚ pomocı´ ohod-
nocenı´, musı´me v kompletnı´ch grafech zave´st na´sledujı´cı´ oznacˇenı´. Jednotlive´ vrcholy
kompletnı´ho grafuKn oznacˇı´me v0, v1, . . . , vn−1. De´lka hrany vivj v cyklu v0, v1, . . . , vn−1
jemensˇı´ z cˇı´sel |j−i|, n−|j−i| (viz obr. 12). Kompletnı´ grafy s lichy´mpocˇtem vrcholu˚majı´
vzˇdy n hran de´lky l, pro l = 1, 2, . . . , n−12 . Kompletnı´ grafy se sudy´m pocˇtem vrcholu˚ majı´
vzˇdy n hran de´lky l, pro l = 1, 2, . . . , n2 − 1 a prˇesneˇ n2 hran de´lky n2 . Ohodnocenı´ grafu G
mu˚zˇeme obecneˇ nazvat zobrazenı´m, ktere´ prˇirˇazuje cela´ cˇı´sla (obvykle neza´porna´) vrcho-
lu˚m nebo hrana´m, nebo vrcholu˚m i hrana´m. Da´le budeme pracovat vy´hradneˇ s takovy´mi
ohodnocenı´mi, ktere´ prˇirˇazujı´ cela´ neza´porna´ cˇı´sla vrcholu˚m, prˇicˇemzˇ z ohodnocenı´ vr-
cholu˚ odvozujeme ohodnocenı´ hran (de´lky hran) dle stanoveny´ch pravidel.
Obr. 12: Prˇı´klad oznacˇenı´ vrcholu˚ vK6,K8 a de´lek hran incidentnı´ch s vrcholem v5
Definice 3.3 Meˇjme grafG s mnozˇinou vrcholu˚ V (G) am hranami. Necht’λ je proste´ zobrazenı´
λ : V (G) → S, kde S je podmnozˇinou mnozˇiny {0, 1, 2, . . . , 2m}. De´lku hrany xy definujeme
jako l(xy) = min{|λ(x)− λ(y)|, 2m+ 1− |λ(x)− λ(y)|}. Mnozˇinu ohodnocenı´ vsˇech vrcholu˚
pak oznacˇı´me λ(V (G)).
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Nebot’ohodnocenı´mi chceme zajistitG-dekompozici kompletnı´ho grafu, pozˇadujeme,
aby kazˇda´ de´lka hrany kompletnı´ho grafu byla vG zastoupena pra´veˇ jednou. V roce 1967
Rosa ([18]) nadefinoval α, β, σ, ρ-ohodnocenı´ pomocı´ podmı´nek uvedeny´ch nı´zˇe. Pro graf
sm hranami platı´:
(0) Mnozˇina ohodnocenı´ vrcholu˚ λ(V (G)) ⊆ {0, 1, . . . ,m}.
(1) Mnozˇina ohodnocenı´ vrcholu˚ λ(V (G)) ⊆ {0, 1, . . . , 2m}.
(2) Mnozˇina {|λ(x)− λ(y)| : xy ∈ E(G)} = {1, 2, . . . ,m}.
(3) Mnozˇina hranovy´ch de´lek {l(x, y) : xy ∈ E(G)} = {1, 2, . . . ,m}.
(4) Existuje a ∈ {0, 1, . . . ,m} takove´, zˇe pro vsˇechny hrany xy ∈ E(G), kde λ(x) <
λ(y), platı´ λ(x) ≤ a < λ(y).
Potom
• α-ohodnocenı´ splnˇuje (0), (2), (4),
• β-ohodnocenı´ splnˇuje (0), (2),
• σ-ohodnocenı´ splnˇuje (1), (2),
• ρ-ohodnocenı´ splnˇuje (1), (3).
α, β, σ, ρ-ohodnocenı´ jsou usporˇa´dany tak, zˇe jakmileGmu˚zˇeme ohodnotit neˇktery´m
ohodnocenı´m (naprˇ. β), pak jej mu˚zˇeme ohodnotit i na´sledujı´cı´mi ohodnocenı´mi (tzn.
naprˇ. σ, ρ). Jednotliva´ ohodnocenı´ jsou detailneˇji vysveˇtlena nı´zˇe.
α-ohodnocenı´
Jen bipartitnı´ graf mu˚zˇe mı´t α-ohodnocenı´ (viz obr. 14). Ovsˇem to, zˇe je graf bipartitnı´,
nezajisˇt’uje existenci α-ohodnocenı´, cozˇ mu˚zˇeme videˇt naprˇ. na bipartitnı´ch cyklech de´lky
n ≡ 2 (mod 4), ktere´ α-ohodnocenı´ nemajı´.
Obr. 13: ρ-ohodnocenı´ v C6
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V [18] Rosa doka´zal na´sledujı´cı´ postacˇujı´cı´ podmı´nku pro dekompozici kompletnı´ch
grafu˚.
Veˇta 3.1 PokudgrafG sm hranamiumozˇnˇujeα-ohodnocenı´, potom existuje cyklicka´G-dekompozice
kompletnı´ho grafuK2km+1, kde k je libovolne´ prˇirozene´ cˇı´slo.
Obr. 14: α-ohodnocenı´ cyklu C8, kde a = 3
Na obr. 15 je α-ohodnocenı´ dvou kopiı´ cyklu˚ C4 sdı´lejı´cı´ pra´veˇ jeden vrchol. Chceme
uka´zat, zˇe graf G umozˇnˇuje cyklickou dekompozici grafuK2km+1 pro k = 2,m = 4, tedy
K17.G obsahuje kazˇdou hranu de´lky l, pro l = 1, 2, . . . , 8, pra´veˇ jednou. Kdyzˇ provedeme
jeho otocˇenı´ 8-kra´t, pak kopie, ktere´ vznikly z grafu G, pokryjı´ osm hran kazˇde´ de´lky l v
kompletnı´m grafuK17 (de´lky hran se prˇi ota´cˇenı´ nemeˇnı´).K17 ma´ od kazˇde´ de´lky l pra´veˇ
8 hran. Z toho plyne, zˇe existuje cyklicka´ G-dekompozice K17. Jelikozˇ se graf G skla´da´
ze dvou hranoveˇ disjunktnı´ch kopiı´ C4, tak existuje take´ C4-dekompozice K2km+1, pro
k = 2 am = 4.
β, σ, ρ-ohodnocenı´
Nejobecneˇjsˇı´m ohodnocenı´m, ktere´ zarucˇuje existenci G-dekompozice, je ρ-ohodnocenı´.
V [18] doka´zal Rosa na´sledujı´cı´ nutnou a postacˇujı´cı´ podmı´nku:
Veˇta 3.2 Necht’G je graf s m hranami, pak cyklicka´ G-dekompozice kompletnı´ho grafu K2m+1
existuje pra´veˇ tehdy, kdyzˇ G umozˇnˇuje ρ-ohodnocenı´.
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Obr. 15: Uka´zka α-ohodnocenı´ pro dveˇ kopie cyklu C4, sdı´lejı´cı´ jeden vrchol (2)
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3.3 Nutne´ podmı´nky faktorizace
Specia´lnı´m prˇı´padem G-dekompozice je G-faktorizace. Nutne´ podmı´nky G-faktorizace
jsou tudı´zˇ prˇı´sneˇjsˇı´ nezˇ nutne´ podmı´nky G-dekompozice (ktere´ jsme zmı´nili v prˇedesˇle´
kapitole). Pokud chceme, aby bylaG-faktorizace grafuKn mozˇna´, musı´ vsˇechny multim-
nozˇiny Di (viz prˇedesˇla´ kapitola) mı´t stejnou velikost k, kde k znacˇı´ pocˇet izomorfnı´ch
faktoru˚ s podgrafem G grafu Kn. Jelikozˇ stupenˇ kazˇde´ho vrcholu x v kazˇde´m Gi je mi-
nima´lneˇ 1, tak nejvysˇsˇı´ stupenˇ ∆(G) musı´ by´t roven nejvy´sˇe n − k. Tato podmı´nka se
nazy´va´ stupnˇova´ podmı´nka.
Necht’T je kostra grafu Kn, potom T je strom na n vrcholech s m = n − 1 hranami.
Jelikozˇ
|E(Kn)| = 1
2
· n · (n− 1),
tak nmusı´ by´t sude´ n = 2t, v opacˇne´m prˇı´padeˇ by meˇl kompletnı´ graf n2 faktoru˚, kde n je
liche´, cozˇ ale nenı´ mozˇne´. Pokud je n = 2t, pak T -faktorizace obsahuje prˇesneˇ t faktoru˚.
V T je potom nejvysˇsˇı´ stupenˇ vrcholu n− k = 2t− t = t.
3.4 Postacˇujı´cı´ podmı´nky faktorizace
Postacˇujı´cı´ podmı´nky faktorizace zu˚sta´vajı´ zatı´m sta´le relativneˇ neprozkoumane´. Kromeˇ
trivia´lnı´ faktorizaceK2n na hamiltonovske´ cesty a faktorizace na dvojhveˇzdy (dvojhveˇzda
vznikne tak, zˇe mezi centra´lnı´ vrcholy dvou hveˇzd K1,n−1 prˇida´me hranu) jsou vsˇechny
postacˇujı´cı´ podmı´nky faktorizacı´ na kostry zalozˇeny na ohodnocenı´. Mezi tato ohod-
nocenı´ patrˇı´ ρ-symetricke´ ohodnocenı´, smı´sˇene´ ρ-ohodnocenı´ a prˇepı´nacı´ ohodnocenı´,
ktery´mi se budeme zaby´vat nı´zˇe.
Definice 3.4 G-dekompozice grafu H na 2n vrcholech na G0, G1, . . . , Gs je bicyklicka´, jestlizˇe
existuje usporˇa´da´nı´ (x0, x1, . . . , xn−1, y0, y1, . . . , yn−1) vrcholu˚H a izomorfismusφi : G0 → Gi,
pro i = 1, 2, . . . , s, takovy´, zˇe φi(xj) = xj+i a φi(yj) = yj+i pro kazˇde´ j = 0, 1, . . . , n − 1, kde
soucˇty j + i jsou bra´ny modulo n.
Podle definice 3.4 vı´me, zˇemusı´me 2n vrcholu˚ grafuH rozdeˇlit do dvou stejneˇ velky´ch
mnozˇin, naprˇ.X a Y , kde |X| = |Y | = n, da´le musı´me vhodneˇ umı´stit kopiiG0 a zby´vajı´cı´
kopie grafuG zı´ska´me dı´ky postupne´mu ota´cˇenı´G0 tak, zˇe vrcholy zG0, umı´steˇne´ doX ,
rotujeme v ra´mci X a vrcholy z G0, umı´steˇne´ do Y , rotujeme v ra´mci Y .
3.4.1 Faktorizace kompletnı´ho bipartitnı´ho grafu
Bipartitnı´ ρ-ohodnocenı´ bylo zavedeno Froncˇkem pro dekompozici pravidelny´ch kom-
pletnı´ch bipartitnı´ch grafu˚. Hranu xy, tedy hranu mezi vrcholy x a y, budeme pro prˇı´pad
ohodnocenı´ vrcholu˚ cˇı´sly λ(x) a λ(y) oznacˇovat (λ(x), λ(y)).
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Definice 3.5 Necht’G je bipartitnı´ graf s mnozˇinou vrcholu˚ V (G) = X0∪X1 a n hranami. Da´le
necht’ je λ proste´ zobrazenı´ λ : Xi → Si, kde Si je podmnozˇinou mnozˇiny Vi = {0i, 1i, . . . , (n−
1)i}, pro i = 0, 1. Pak je de´lka hrany (x0, y1) pro x0 ∈ V0 a y1 ∈ V1 definova´na jako l01(x0, y1) =
y − x, kde platı´, zˇe rozdı´l y − x je bra´n modulo n. Jestlizˇe mnozˇina vsˇech de´lek hran je rovna
{0, 1, 2, . . . , n− 1}, potom je λ bipartitnı´ ρ-ohodnocenı´.
Existence ρ-ohodnocenı´ zarucˇuje bicyklickou dekompozici kompletnı´ho grafu Kn,n,
jak bylo uka´za´no v [7].
Veˇta 3.3 Necht’ma´ bipartitnı´ grafG s n hranami bipartitnı´ ρ-ohodnocenı´. Pak existuje bicyklicka´
dekompozice kompletnı´ho grafuKn,n na n kopiı´ grafu G.
Tato veˇta je du˚lezˇita´ pro ostatnı´ ohodnocenı´, ktera´ umozˇnˇujı´ faktorizaci kompletnı´ch
grafu˚ na kostry.
Obr. 16: Symetricky´ strom s automorfismem ψ
3.4.2 ρ-symetricke´ ohodnocenı´
Meˇjme souvisly´ graf G s hranou xy (tzv. mostem), ktery´ je symetricky´, pak musı´ existovat
automorfismus ψ grafu G takovy´, zˇe ψ(x) = y a ψ(y) = x. Jelikozˇ hrana xy je most,
rozdeˇlı´ se po odstraneˇnı´ hrany xy symetricky´ graf G na dveˇ izomorfnı´ komponenty H a
H ′, ktery´m rˇı´ka´me brˇehy.
Na´sledujı´cı´ veˇta, ktera´ je doka´zana´ ve [4], ukazuje jak ρ-symetricke´ gracio´znı´ ohodno-
cenı´ mu˚zˇe by´t uplatneˇno prˇi faktorizaci kompletnı´ho grafu na symetricke´ kostry. Jelikozˇ
ρ-symetricke´ gracio´znı´ ohodnocenı´ nebudeme da´le potrˇebovat, popı´sˇeme je jen strucˇneˇ.
Na pocˇa´tku majı´ oba izomorfnı´ brˇehy v symetricke´m stromu shodne´ gracio´znı´ ohodno-
cenı´. Na druhe´m brˇehu prˇicˇteme k pu˚vodnı´mu ohodnocenı´ vrcholu˚ cˇı´slo n (viz obr. 17).
Kostra tedy obsahuje dvojice hran de´lek l, pro l = 1, 2, . . . , n − 1, a jedinou hranu de´lky
n. Pokud budeme takovou kostru rotovat v K2n, tak hrany jednoho brˇehu pokryjı´ hrany
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de´lek 1, . . . , n−1 v jedne´ pu˚lceK2n, hrany druhe´ho brˇehu pokryjı´ hrany de´lek 1, . . . , n−1
v druhe´ pu˚lceK2n a hrana xy de´lky n pokryje vsˇechny hrany de´lky n vK2n. Na´sledujı´cı´
veˇta je uvedena ve [4].
Veˇta 3.4 Necht’G je symetricky´ strom s 2n− 1 hranami. Potom existuje cyklicka´G-dekompozice
kompletnı´ho grafuK2n pra´veˇ tehdy, kdyzˇ G ma´ ρ-symetricke´ gracio´znı´ ohodnocenı´.
Symetricky´ strom s 2n vrcholy ma´ 2n − 1 hran, z tohoto du˚vodu je kostrou K2n. Z
toho plyne, zˇe symetricky´ strom na 2n vrcholech, ktery´ umozˇnˇuje ρ-symetricke´ graci-
o´znı´ ohodnocenı´, faktorizuje kompletnı´ grafK2n. Symetrie stromu je ale velmi omezujı´cı´
pozˇadavek.
Obr. 17: Symetricky´ strom s ρ- symetricky´m gracio´znı´m ohodnocenı´m
3.4.3 Smı´sˇene´ ρ-ohodnocenı´
Smı´sˇene´ ρ-ohodnocenı´, budeme nazy´vat kra´tce jen jako smı´sˇene´ ohodnocenı´, bylo uve-
deno Froncˇkem v [7] jako zobecneˇnı´ ρ-symetricke´ho gracio´znı´ho ohodnocenı´.
Definice 3.6 Necht’je grafG s V (G) = V0∪V1, V0∩V1 = ∅ a |V0| = |V1| = n. Necht’je λ proste´
zobrazenı´, λ : Vi → {0i, 1i, . . . , (2n)i}, pro i = 0, 1. Cˇista´ de´lka hrany (xi, yi), kde xi, yi ∈ Vi,
kde i ∈ {0, 1}, pro λ(xi) = pi a λ(yi) = qi je definova´na jako
lii(xi, yi) = min{|p− q|, n− |p− q|}.
Smı´sˇena´ de´lka hrany (xo, y1), kde x0 ∈ V0, y1 ∈ V1, pro λ(x0) = p0 a λ(y1) = q1, je definova´na
jako
l01(x0, y1) = q − p (mod n),
kde p, q ∈ {0, 1, . . . , n − 1} jsou ohodnocenı´ vrcholu˚ bez indexu. Hrany (xi, yi), kde i = 0, 1, s
cˇistou de´lkou lii jsou cˇiste´ ii-hrany a hrany (x0, y1) se smı´sˇenou de´lkou l01 jsou smı´sˇene´ hrany.
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Definice 3.7 Necht’G je graf se 4n+1 hranami, V (G) = V0 ∪ V1, V0 ∩ V1 = ∅, a |V0| = |V1| =
2n + 1. Necht’λ je proste´ zobrazenı´ λ : Vi → {0i, 1i, . . . , (2n)i}, pro i = 0, 1 a nakonec necht’
de´lky hran jsou dle def. 3.6. Pak rˇekneme, zˇe G ma´ smı´sˇene´ ρ-ohodnocenı´, pokud:
1. {lii(xi, yi) : (xi, yi) ∈ E(G)} = {1, 2, . . . , n}, pro i = 0, 1
2. {l01(x0, y1) : (x0, y1) ∈ E(G)} = {0, 1, . . . , 2n}.
Smı´sˇene´ ohodnocenı´ nevyzˇaduje symetrii stromu T , ale je zde omezenı´ |G| ≡ 2
(mod 4). Mnozˇina vrcholu˚ grafu G, ktera´ ma´ smı´sˇene´ ohodnocenı´, je rozdeˇlena na dveˇ
stejneˇ velke´ mnozˇiny V0, V1 a cely´ graf G se pak skla´da´ ze trˇı´ podgrafu˚, a to H0, H1 a
H01, s tı´m, zˇe H0 je indukovany´ na V0 (obsahuje n hran), H1 je indukovany´ na V1 (obsa-
huje n hran), H01 je bipartitnı´ graf s partitami X0 ⊆ V0 a X1 ⊆ V1. Da´le H0 sdı´lı´ jediny´
vrchol sH01, takte´zˇH1 sH01.H0 aH1 splnˇujı´ podmı´nky ρ-ohodnocenı´,H01 splnˇuje pod-
mı´nky bipartitnı´ho ρ-ohodnocenı´. Z toho lze tedy vyvodit (doka´za´no v [7]) na´sledujı´cı´.
Pokud si prˇedstavı´me, zˇeK4n+2 je rozdeˇlen na dveˇ kopieK2n+1, mezi ktery´mi jsou hrany
K2n+1,2n+1, pak hrany H0 prˇi bicyklicke´ faktorizaci pokryjı´ hrany jedne´ kopie K2n+1,
hrany H1 pokryjı´ hrany druhe´ kopie K2n+1 a hrany H01 pokryjı´ hrany K2n+1,2n+1 (viz
obr. 18, obr. 19).
Obr. 18: Strom T se smı´sˇeny´m ohodnocenı´m
Veˇta 3.5 Necht’jeG graf s 4n+1 hranami, ktery´ ma´ smı´sˇene´ ρ-labeling. Potom existuje bicyklicka´
dekompozice kompletnı´ho grafuK4n+2 na 2n+ 1 kopiı´ grafu G.
3.4.4 Prˇepı´nacı´ ohodnocenı´
V dizertacˇnı´ pra´ci Kova´rˇove´ [15] bylo uvedeno prˇepı´nacı´ ohodnocenı´, ktere´, narozdı´l
od smı´sˇene´ne´ho ohodnocenı´, zarucˇuje faktorizaci kompletnı´ch grafu˚ i rˇa´du 0 modulo 4.
Du˚kaz v [15].
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Obr. 19: Bicyklicka´ T -faktorizaceK10
Veˇta 3.6 Graf G s 4n− 1 hranami ma´ prˇepı´nacı´ smı´sˇene´ ohodnocenı´, jestlizˇe splnˇuje na´sledujı´cı´
podmı´nky:
Mnozˇina vrcholu˚ V (G) = V0 ∪ V1, V0 ∩ V1 = ∅, |V0| = |V1| = 2n. Necht’ je λ proste´ zobrazenı´
λ : Vi → {0i, 1i, . . . , (2n − 1)i}, pro i = 0, 1 (de´lky hran jsou definovany stejneˇ jako v Definici
3.6), potom:
1. {lii(xi, yi) : (xi, yi) ∈ E(G)} = {1, 2, . . . , n}, pro i = 0, 1,
2. existuje izomorfismus ϕ takovy´, zˇe G je izomorfnı´ s G′, kde V (G′) = V (G) a E(G′) =
(E(G) \ {(k0, (k + n)0), (l1, (l + n)1)}) ∪ {(k0, (l + n)1), ((k + n)0, l1)},
3. {l01(x0, y1) : (x0, y1) ∈ E(G)} = {0, 1, . . . , 2n−1}\{l01(k0, (l+n)1), l01((k+n)0, l1)}.
Veˇta 3.7 Necht’G je graf na 4n vrcholech s 4n−1 hranami, majı´cı´ prˇepı´nacı´ smı´sˇene´ ohodnocenı´.
Potom existuje G-dekompozice kompletnı´ho grafuK4n na 2n izomorfnı´ch kopiı´ G.
Ukazˇme si naprˇı´klad prˇepı´nacı´ ohodnocenı´ housenky (2, 4, 2, 2) (viz kapitola 4) s
pru˚meˇrem 5, kde ve trˇetı´m a cˇtvrte´m faktoru budou pu˚vodnı´ hrany (00, 20) a (01, 21) s
cˇistou de´lkou 2 nahrazeny hranami (00, 21) a (01, 20) (ovsˇemv otocˇene´ formeˇ) se smı´sˇenou
de´lkou 2 (viz obr. 20 a 21).
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Obr. 20: Prˇepı´nacı´ ohodnocenı´ housenky (2,4,2,2)
Obr. 21: Bicyklicka´ faktorizaceK8 na housenky (2,4,2,2)
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4 Faktorizace kompletnı´ch grafu˚ na housenky s pru˚meˇrem 6
Jizˇ padesa´t let upouta´va´ pozornost matematiku˚ proble´m dekompozice kompletnı´ho
grafu. Tento vy´zkum byl inspirova´n zna´mou Ringelovou hypote´zou z roku 1963, ktera´
rˇı´ka´, zˇe kazˇdy´ strom s m hranami rozkla´da´ kompletnı´ graf K2m+1. Kotzig pote´ stanovil
jesˇteˇ prˇı´sneˇjsˇı´ hypote´zu, a to takovou, zˇe kazˇdy´ strom ma´ gracio´znı´ ohodnocenı´. Tato
hypote´za nenı´ dosud ani potvrzena ani vyvra´cena.
V [13] je uveden skoro u´plny´ a kvalitnı´ prˇehled vy´sledku˚ ohledneˇ gracio´znı´ch a ρ-
ohodnocenı´. V roce 1997 byly uvedeny Eldergillem [4] v jeho diplomove´ pra´ci nutne´ a
postacˇujı´cı´ podmı´nky pro faktorizaci K2n na symetricke´ kostry. Eldergill zavedl syme-
tricke´ gracio´znı´ ohodnocenı´, ρ-symetricke´ gracio´znı´ ohodnocenı´ a klasifikoval vsˇechny
stromy rˇa´du 10 (rozhodl o vsˇech stromech rˇa´du 10, zda faktorizujı´ cˇi nefaktorizujı´K10).
Dalsˇı´ krok ucˇinil Froncˇek ([6], [7]), ktery´ zavedl smı´sˇene´ ρ-ohodnocenı´. Dı´ky te´to metodeˇ
nasˇel sˇirsˇı´ trˇı´du stromu˚ na 4n + 2 vrcholech, ktere´ faktorizujı´ K4n+2. Switching ohod-
nocenı´, ktere´ je postacˇujı´cı´ pro faktorizaci stromu˚ na 4n vrcholech, bylo uvedeno v [12].
ρ-symetricke´ gracio´znı´ ohodnocenı´ i switching ohodnocenı´ vyzˇadujı´ silny´ automorfismus
faktorizujı´cı´ho grafu, cozˇ znacˇneˇ omezuje jejich pouzˇitı´. Froncˇek da´le nalezl pro kazˇdy´
pru˚meˇr 3 ≤ d ≤ 2n− 1 kostru, ktera´ faktorizuje K4n+2. Byly take´ klasifikova´ny vsˇechny
housenky diametru 4 a 5, ktere´ musely by´t rozdeˇleny do mnoha podtrˇı´d. Klasifikace
vsˇech stromu˚ s nejme´neˇ cˇtyrˇmi nelistovy´mi vrcholy byla provedena v pra´ci [11]. Vetrik
v [20] nalezl neˇktere´ housenky pru˚meˇru 6, ktere´ faktorizujı´ odpovı´dajı´cı´ kompletnı´ graf.
Klasifikace housenek diametru 3, 4, 5 je kompletnı´.
Veˇta 4.1 Necht’T je libovolny´ strom s prˇesneˇ cˇtyrˇmi nelistovy´mi vrcholy v1, v2, v3, v4, prˇicˇemzˇ
platı´ deg(v1) ≥ deg(v2) ≥ deg(v3) ≥ deg(v4) ≥ 2. Pokud T faktorizujeK2n pak
1. Bud’to deg(v1) = n a deg(v2) + deg(v3) + deg(v4) = n+ 2,
2. nebo deg(v1) + deg(v4) = deg(v2) + deg(v3) = n+ 1.
ShibatouaSekimv [19] byl vyrˇesˇenproble´mkoster faktorizujı´cı´chkompletnı´ bipartitnı´
grafKm,n aneza´visle nanichEl-ZanatimaVandenEydenemv [5]. Pro vsˇechna cela´ kladna´
cˇı´slam,n, pro ktera´ platı´m+ n− 1 deˇlı´mn, existuje kostra, ktera´ faktorizujeKm,n.
Je proto prˇirozene´ se zacˇı´t zaby´vat faktorizacemi kompletnı´ch grafu˚ na kostry s
peˇti nelistovy´mi vrcholy. Jeden druh koster s peˇti nelistovy´mi vrcholy jsou housenky
s pru˚meˇrem 6 (definici uvedeme nı´zˇe), avsˇak u´plneˇ charakterizovat faktorizace na hou-
senky s pru˚meˇrem 6 je velmi obtı´zˇne´, proto jsme se zameˇrˇili pouze na tak zvane´ 2-
housenky (definici uvedeme nı´zˇe), jejichzˇ vrcholy stupneˇ vysˇsˇı´ho nezˇ dva jsou sousednı´.
Housenka s pru˚meˇrem 6 je strom z neˇhozˇ po odstraneˇnı´ vsˇech vrcholu˚ stupneˇ 1 vznikne
cesta de´lky 4 (cesta na 5 vrcholech), ktere´ rˇı´ka´me pa´terˇ housenky. Housence s pru˚meˇrem 6,
ktera´ obsahuje nejvy´sˇe dva vrcholy stupneˇ 3 a vysˇsˇı´ho, budeme rˇı´kat 2-housenka. Oznacˇme
vrcholy pa´terˇe housenky s pru˚meˇrem 6 po rˇadeˇ a, b, c, d, e. Potom je mozˇne´ takovou
housenku jednoznacˇneˇ popsat pomocı´ usporˇa´dane´ peˇtice (deg(a), deg(b),deg(c), deg(d),
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deg(e)). Napı´sˇeme-li [d1, d2, d3, d4, d5] pro d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ d5, kde di ∈ {deg(a), deg(b),
deg(c), deg(d),deg(e)} a vzˇdy je pro i ̸= j, di ̸= dj , j ∈ [1, 5], pak ma´me na mysli mnozˇinu
vsˇech housenek s pru˚meˇrem 6, jejı´zˇ pa´terˇnı´ vrcholy majı´ stejne´ stupneˇ jako housenka
(deg(a), deg(b), deg(c), deg(d), deg(e)), ale neza´lezˇı´ na porˇadı´ vrcholu˚ na pa´terˇi (uka´zku
vidı´me na obr. 22 a obr. 23).
Obr. 22: Housenka (4, 2, 3, 2, 2)
Kazˇda´ housenkaH s pru˚meˇrem 6 obsahuje diametrickou cestu de´lky 6. Ma´-li faktori-
zovat kompletnı´ graf, pak musı´ splnˇovat dveˇ na´sledujı´cı´ nutne´ podmı´nky. |V (H)| = 2n a
pro kazˇdy´ vrchol v ∈ V (H)musı´ platit deg(v) ≤ n. Uvazˇujeme-li 2-housenky, pak 2n− 7
listu˚, ktere´ nejsou koncove´ vrcholy diametricke´ cesty musı´me napojit do neˇjaky´ch dvou
internı´ch vrcholu˚ diametricke´ cesty, ktere´ jsou stupneˇ 2. Proto ma´me dveˇ mozˇnosti: Bud’
do jednoho internı´ho vrcholu napojı´me n− 2 listu˚ a do druhe´ho n− 5 listu˚ nebo do jed-
noho napojı´me n− 3 listu˚ a do druhe´ho n− 4 listu˚. V ostatnı´ch prˇı´padech by 2-housenka
obsahovala vrchol stupneˇ vysˇsˇı´ho nezˇ n. Proto se budeme zaby´vat jen 2-housenkami typu
[n, n−3, 2, 2, 2] a [n−1, n−2, 2, 2, 2], u ostatnı´ch 2-housenek je faktorizaceK2n vyloucˇena,
nebot’nesplnˇujı´ stupnˇovou podmı´nku.
Ve vsˇech obra´zcı´ch je leva´ mnozˇina vrcholu˚ mnozˇina V0, prˇicˇemzˇ vrcholy jsou ozna-
cˇeny po rˇadeˇ 00, 10, . . . , (2k)0, a prava´ mnozˇina je mnozˇina V1, s vrcholy oznacˇeny´mi po
rˇadeˇ 01, 11, . . . , (2k)1.
Vsˇechny na´sledujı´cı´ du˚kazy jsou konstruktivnı´. Pokud uva´dı´me rostoucı´ posloupnost
ohodnocenı´ vrcholu˚, kde pro jiste´ konkre´tnı´ k je prvnı´ cˇlen posloupnosti veˇtsˇı´ nezˇ po-
slednı´, pak takovou posloupnost pro dane´ k povazˇujeme za pra´zdnou. Pokud uva´dı´me
klesajı´cı´ posloupnost ohodnocenı´ vrcholu˚, kde pro jiste´ konkre´tnı´ k je prvnı´ cˇlen posloup-
nosti mensˇı´ nezˇ poslednı´, pak takovou posloupnost pro dane´ k povazˇujeme za pra´zdnou.
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Obr. 23: Mnozˇina neizomorfnı´ch housenek [4, 3, 2, 2, 2]
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Lemma 1. 1 2-housenka (n, n− 3, 2, 2, 2) umozˇnˇuje smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ liche´ n ≥ 7.
Du˚kaz. Necht’n = 2k + 1, k ≥ 3. Du˚kaz rozdeˇlı´me do 3 prˇı´padu˚, a to pro k = 3, k = 4 a
k ≥ 5.
• Necht’k = 3.
2-housenka H (7, 4, 2, 2, 2) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, 10), (00, 20), (00, 30) de´lek 1,
2 a 3.
Da´le obsahuje cestu 01, 41, 21, 31, 60 s cˇisty´mi 11-hramani de´lek 3, 2, 1 a smı´sˇenou
hranou de´lky 4.
H take´ obsahuje smı´sˇene´ hrany (00, 01) de´lky 0, (00, 11) de´lky 1, (00, 51) de´lky 5,
(00, 61) de´lky 6, (40, 01) de´lky 3 a (50, 01) de´lky 2.
Obr. 24: Konstrukce pro k = 3
• Necht’k = 4.
2-housenka H (9, 6, 2, 2, 2) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, 10), (00, 20), (00, 30), (00, 40)
de´lek 1, 2, 3 a 4, cˇistou 11-hranu (01, 51) de´lky 4.
Da´le obsahuje cestu 01, 31, 21, 41, 80 s cˇisty´mi 11-hranami de´lek 3, 1, 2 a smı´sˇenou
hranou de´lky 5.
H take´ obsahuje smı´sˇene´ hrany (00, 01) de´lky 0, (00, 11) de´lky 1, (00, 61) de´lky 6,
(00, 71) de´lky 7, (00, 81) de´lky 8, (50, 01) de´lky 4, (60, 01) de´lky 3 a (70, 01) de´lky 2.
Obr. 25: Konstrukce pro k = 4
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• Necht’k ≥ 5.
2-housenka H (2k + 1, 2k − 2, 2, 2, 2) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, x0) pro x =
2k, 2k − 1, 2k − 2, 2k − 4, 2k − 5, . . . , k + 2, k + 1 (vynecha´n vrchol (2k − 3)0) de´lek
1, 2, 3, 5, 6, . . . , k − 1, k a cˇistou 00-hranu (00, 40) de´lky 4.
H da´le obsahuje cestu 01, (2k − 4)1, (2k − 1)1, (2k)1, (2k − 2)1 s cˇisty´mi 11-hranami
de´lek 5, 3, 1, 2, cˇiste´ 11-hrany (01, y1) pro y = 2k−5, 2k−6, . . . , k+1 de´lek 6, 7, . . . , k
a cˇistou 11 hranu (01, 41) de´lky 4.
Nakonec uved’me smı´sˇene´ hrany (00, z1) pro z = 1, 2, 3, 5, 6, . . . , k (vynecha´n vrchol
41) de´lek 1, 2, 3, 5, 6, . . . , k, smı´sˇene´ hrany (u0, 01) pro u = 1, 2, 3, 5, 6, . . . , k de´lek
2k, 2k− 1, 2k− 2, 2k− 4, 2k− 5, . . . , k+ 1, hranu (00, (2k− 3)1) de´lky 2k− 3, hranu
((2k − 3)0, 01) de´lky 4 a nakonec hranu (00, 01) de´lky 0.
Obr. 26: Konstrukce pro k = 6
Snadno oveˇrˇı´me, zˇe popsane´ hrany jsou skutecˇneˇ hrany 2-housenky H (2k + 1, 2k −
2, 2, 2, 2) (vrchol 00ma´ stupenˇ 2k+1, 01ma´ stupenˇ 2k−2 a vrcholy (2k−4)1, (2k−1)1, (2k)1
jsou zbyle´ vrcholy pa´terˇe). Tudı´zˇ H ma´ smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ k ≥ 3.
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Lemma 1. 2 2-housenka (2, n, n− 3, 2, 2) umozˇnˇuje smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ liche´ n ≥ 7.
Du˚kaz. Necht’n = 2k + 1, k ≥ 3. Du˚kaz rozdeˇlı´me do dvou prˇı´padu˚, a to pro k = 3 a
k ≥ 4.
• Necht’k = 3.
2-housenka H (2, 7, 4, 2, 2) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, x0) pro x = 4, 5, 6 de´lek
3, 2, 1, smı´sˇene´ hrany (00, 01), (00, 11), (00, 31), (10, 31), (30, 01), (20, 01), (00, 61) de´lek
0, 1, 3, 2, 4, 5, 6, cˇiste´ 11-hrany (01, 21), (21, 51), (51, 41) de´lek 2, 3, 1.
Obr. 27: Konstrukce pro k = 3
• Necht’k ≥ 4.
Potom 2-housenka H (2, 2k + 1, 2k − 2, 2, 2) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, x0), pro
x = k + 2, k + 3, . . . , 2k − 1, 2k de´lek k − 1, k − 2, . . . , 2, 1 a cˇistou 00-hranu (00, k0)
de´lky k.
Da´le H obsahuje cˇiste´ 11-hrany (01, y1), pro y = k + 1, k + 2, . . . , 2k − 3 de´lek
k, k−1, . . . , 4. Take´ obsahuje cestu 01, (2k−2)1, (2k)1, (2k−1)1 s cˇisty´mi 11-hranami
de´lek 3, 2, 1.
2-housenka obsahuje smı´sˇenou hranu (00, 01) de´lky 0, smı´sˇene´ hrany (00, z1), pro
z = 2, 3, . . . , k de´lek 2, 3, . . . , k, cestu 00, 11, (k + 1)0 se smı´sˇeny´mi hranami de´lek
1, k + 1, a nakonec smı´sˇene´ hrany (v0, 01) pro v = 1, 2, 3, . . . , k − 1 de´lek 2k, 2k −
1, 2k − 2, . . . , k + 2.
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Obr. 28: Konstrukce pro k = 5
Snadno oveˇrˇı´me, zˇe popsane´ hrany jsou skutecˇneˇ hrany 2-housenky H (2, 2k + 1, 2k −
2, 2, 2) (vrchol 00 ma´ stupenˇ 2k+1, 01 ma´ stupenˇ 2k− 2 a vrcholy 11, (2k− 2)1, (2k)1 jsou
zbyle´ vrcholy pa´terˇe). Tudı´zˇ H ma´ smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ k ≥ 3.
Lemma 1. 3 2-housenka (2, 2, n, n− 3, 2) umozˇnˇuje smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ liche´ n ≥ 7.
Du˚kaz.Necht’n = 2k+ 1, k ≥ 3. Du˚kaz rozdeˇlı´me do cˇtyrˇ prˇı´padu˚, a to pro k = 3, k = 4,
k liche´ (k ≥ 5) a k sude´ (k ≥ 6).
• Necht’k = 3.
Potom 2-housenka H (2, 2, 7, 4, 2) obsahuje smı´sˇenou hranu (00, 01) de´lky 0, cˇiste´
00-hrany (00, x0) pro x = 1, 2, 3 de´lek 1, 2, 3, smı´sˇene´ hrany (00, 31), (00, 61) de´lek 3
a 6, (50, 01), (60, 01) hrany de´lek 2 a 1.
H da´le obsahuje cestu 01, 11, 51 s cˇisty´mi 11-hranami de´lek 1 a 3 a cestu 00, 41, 21, 40
se smı´sˇenou hranou de´lky 4, cˇistou 11-hranou de´lky 2 a smı´sˇenou hranou de´lky 5.
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Obr. 29: Konstrukce pro k = 3
• Necht’k = 4.
Potom 2-housenka H (2, 2, 9, 6, 2) obsahuje smı´sˇenou hranu (00, 01) de´lky 0, cˇistou
11-hranu (01, 31) de´lky 3, cˇiste´ 00-hrany (00, x0) pro x = 1, 2, 3, 4 de´lek 1, 2, 3, 4,
smı´sˇene´ hrany (00, 51), (00, 71), (00, 81) de´lek 5, 7 a 8, smı´sˇene´ hrany (60, 01), (70, 01),
(80, 01) de´lek 3, 2, 1.
H da´le obsahuje cestu 01, 11, 61 s cˇisty´mi 11-hranami de´lek 1 a 4 a cestu 00, 41, 21, 50
se smı´sˇenou hranou de´lky 4, cˇistou 11-hranou de´lky 2 a smı´sˇenou hranou de´lky 6.
Obr. 30: Konstrukce pro k = 4
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• Necht’k je liche´ a k ≥ 5.
Potom 2-housenka H (2, 2, 2k + 1, 2k − 2, 2) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, x0) pro
x = 1, 2, . . . , k de´lek 1, 2, . . . , k. Cˇiste´ 11-hrany (01, y1) pro y = 1, 2, . . . , k+12 −2 de´lek
1, 2, . . . , k+12 − 2 a (01, z1) pro z = k+12 + 1, k+12 + 2, . . . , k − 1 de´lek k+12 + 1, k+12 +
2, . . . , k − 1.
Da´le H obsahuje smı´sˇenou hranu (00, k1) de´lky k a (00, 01) de´lky 0. Smı´sˇene´ hrany
(00, u1) pro u = k+2, k+3, . . . , 3k+12 − 1 de´lek k+2, k+3, . . . , 3k+12 − 1, da´le hrany
(00, v1) pro v = 3k+12 +1,
3k+1
2 +2, . . . , 2k de´lek
3k+1
2 +1,
3k+1
2 +2, . . . , 2k a smı´sˇene´
hrany (w0, 01) pro w = k + 2, k + 3, . . . , 2k de´lek k − 1, k − 2, . . . , 2, 1.
H take´ obsahuje cestu 00, (k + 1)1, (k+12 )1, (k + 1)0 se smı´sˇenou hranou de´lky k + 1,
cˇistou 11-hranou de´lky k+12 a smı´sˇenou hranou de´lky
3k+1
2 . Nakonec H obsahuje
cestu 01, (k+12 − 1)1, (3k+12 )1 s cˇisty´mi 11-hranami de´lek k+12 − 1 a k.
Obr. 31: Konstrukce pro k = 7
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• Necht’k je sude´ a k ≥ 6.
Potom 2-housenka H (2, 2, 2k + 1, 2k − 2, 2) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, x0) pro
x = 1, 2, . . . , k de´lek 1, 2, . . . , k, cˇiste´ 11-hrany (01, y1) pro y = 1, 2, . . . , k2 − 2 de´lek
1, 2, . . . , k2 − 2 a (01, z1) pro z = k2 + 1, k2 + 2, . . . , k − 1 de´lek k2 + 1, k2 + 2, . . . , k − 1.
Da´le H obsahuje smı´sˇenou hranu (00, 01) de´lky 0, smı´sˇene´ hrany (00, u1) pro u =
k + 1, k + 2, . . . , 3k2 − 1 de´lek k + 1, k + 2, . . . , 3k2 − 1, da´le hrany (00, v1) pro v =
3k
2 + 1,
3k
2 + 2, . . . , 2k de´lek
3k
2 + 1,
3k
2 + 2, . . . , 2k a smı´sˇene´ hrany (w0, 01) pro w =
k + 2, k + 3, . . . , 2k de´lek k − 1, k − 2, . . . , 2, 1.
H take´ obsahuje cestu (00, k1, (k2 )1, (k+ 1)0) se smı´sˇenou hranou de´lky k, cˇistou 11-
hranou de´lky k2 a smı´sˇenou hranou de´lky
3k
2 . Nakonec H obsahuje cestu (01, (
k
2 −
1)1, (
3k
2 )1) s cˇisty´mi 11-hranami de´lek
k
2 − 1, k.
Obr. 32: Konstrukce pro k = 8
Snadno oveˇrˇı´me, zˇe popsane´ hrany jsou skutecˇneˇ hrany 2-housenkyH (2, 2, 2k + 1, 2k −
2, 2) (vrchol 00 ma´ stupenˇ 2k+1, 01 ma´ stupenˇ 2k− 2, vrcholy (k+1)1, (k+12 )1, (k+12 − 1)1
pro liche´ k a vrcholy k1, (k2 )1, (
k
2 − 1)1 pro sude´ k jsou zbyle´ vrcholy pa´terˇe). Tudı´zˇ H ma´
smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ k ≥ 3.
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Lemma 1. 4 2-housenka (2, 2, 2, n, n− 3) umozˇnˇuje smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ liche´ n ≥ 7.
Du˚kaz. Necht’n = 2k + 1, k ≥ 3.
• Potom 2-housenka H (2, 2, 2, 2k + 1, 2k − 2) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, v0) pro
v = 1, 2, . . . , k de´lek 1, 2, . . . , k a cˇiste´ 11-hrany (01, x1) pro x = 2, 3, . . . , k − 2 de´lek
2, 3, . . . , k − 2. Da´le H obsahuje smı´sˇenou hranu (00, 01) de´lky 0, smı´sˇene´ hrany
(00, y1) pro y = 2k, 2k − 1, . . . , k + 2 de´lek 2k, 2k − 1, . . . , k + 2 a smı´sˇene´ hrany
(z0, 01) pro z = k+1, k+2, . . . , 2k de´lek k, k−1, . . . , 2, 1. NakonecH obsahuje cestu
00, (k + 1)1, 11, k1, (k − 1)1 se smı´sˇenou hranou de´lky k + 1 a cˇisty´mi 11-hranami
de´lek k, k − 1, 1.
Obr. 33: Konstrukce pro k = 3
Obr. 34: Konstrukce pro k = 4
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Obr. 35: Konstrukce pro k = 6
Snadno oveˇrˇı´me, zˇe popsane´ hrany jsou skutecˇneˇ hrany 2-housenkyH (2, 2, 2, 2k+1, 2k−
2) (vrchol 00 ma´ stupenˇ 2k + 1, 01 ma´ stupenˇ 2k − 2, vrcholy (k + 1)1, 11, k1 jsou zbyle´
vrcholy pa´terˇe). Tudı´zˇ H ma´ smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ k ≥ 3.
Veˇta 4.2 Kazˇda´ 2-housenka [n, n− 3, 2, 2, 2] na 2n vrcholech faktorizuje kompletnı´ grafK2n pro
libovolne´ liche´ n, n ≥ 7, jsou-li vrcholy stupnˇu˚ n a n− 3 sousednı´.
Du˚kaz. Plyne prˇı´mo z prˇedesˇly´ch Lemmat 1.1 - 1.4 a veˇty 3.5.
34
Lemma 2. 1 2-housenka (n − 1, n − 2, 2, 2, 2) umozˇnˇuje smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ liche´
n ≥ 5.
Du˚kaz. Necht’n = 2k + 1, k ≥ 2. Du˚kaz rozdeˇlı´me do trˇı´ prˇı´padu˚, a to pro k = 2, k = 3 a
k ≥ 4.
• Necht’k = 2.
Potom 2-housenka H (4, 3, 2, 2, 2) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, 10), (00, 20) de´lek 1
a 2, smı´sˇene´ hrany (00, 01), (00, 41), (40, 01) de´lek 0, 4, 1 a cestu 01, 30, 11, 31, 21 se
smı´sˇeny´mi hranami de´lek 2, 3 a cˇisty´mi 11-hranami de´lek 2 a 1.
Obr. 36: Konstrukce pro k = 2
• Necht’k = 3.
Potom 2-housenka H (6, 5, 2, 2, 2) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, 10), (00, 20), (00, 40)
de´lek 1, 2 a 3, cˇistou 11-hranu (01, 41) de´lky 3, cestu 01, 50, 11, 31, 21 se smı´sˇeny´mi
hranami de´lek 2, 3 a cˇisty´mi 11-hranami de´lek 2 a 1.
Nakonec H obsahuje smı´sˇene´ hrany (00, 01), (00, 51), (00, 61), (30, 01), (60, 01) de´lek
0, 5, 6, 4, 1.
Obr. 37: Konstrukce pro k = 3
35
• Necht’k ≥ 4.
Potom 2-housenka H (2k, 2k − 1, 2, 2, 2) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, 10), (00, 20)
de´lek 1, 2, hrany (00, v0) pro v = k+1, k+2, . . . , 2k−3, 2k−2 de´lek k, k−1, . . . , 4, 3.
Da´leH obsahuje cˇiste´ 11-hrany (01, x1) pro x = k+1, k+2, . . . , 2k− 3, 2k− 2 de´lek
k, k − 1, . . . , 4, 3.
H take´ obsahuje smı´sˇene´ hrany (y0, 01) pro y = 3, 4, . . . , k − 1, k de´lek 2k − 2, 2k −
3, . . . , k+2, k+1, smı´sˇene´ hrany (00, z1)pro z = 4, 5, . . . , k−1, k de´lek 4, 5, . . . , k−1, k,
smı´sˇenou hranu ((2k)0, 01) de´lky 1, smı´sˇenou hranu (00, (2k − 1)1) de´lky 2k − 1,
smı´sˇenou hranu (00, (2k)1) de´lky 2k a smı´sˇenou hranu (00, 01) de´lky 0.
Nakonec H obsahuje cestu 01, (2k − 1)0, 11, 31, 21 se smı´sˇeny´mi hranami de´lek 2, 3
a cˇisty´mi 11-hranami de´lek 2 a 1.
Obr. 38: Konstrukce pro k = 5
Snadno oveˇrˇı´me, zˇe popsane´ hrany jsou skutecˇneˇ hrany 2-housenkyH (2k, 2k− 1, 2, 2, 2)
(vrchol 00 ma´ stupenˇ 2k, 01 ma´ stupenˇ 2k − 1, vrcholy (2k − 1)0, 11, 31 jsou zbyle´ vrcholy
pa´terˇe). Tudı´zˇ H ma´ smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ k ≥ 2.
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Lemma 2. 2 2-housenka (2, n − 1, n − 2, 2, 2) umozˇnˇuje smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ liche´
n ≥ 5.
Du˚kaz. Necht’n = 2k + 1, k ≥ 2. Du˚kaz rozdeˇlı´me do dvou prˇı´padu˚, a to pro k = 2 a
k ≥ 3.
• Necht’k = 2.
Potom 2-housenka H (2, 4, 3, 2, 2) obsahuje smı´sˇene´ hrany (00, 01), (00, 21), (00, 31),
(10, 01) de´lek 0, 2, 3, 4.H obsahuje cestu 01, 11, 41, 30 s cˇisty´mi 11-hranami de´lek 1, 2
a smı´sˇenou hranou de´lky 1 a cestu 00, 40, 20 s cˇisty´mi 00-hranami de´lek 1, 2.
Obr. 39: Konstrukce pro k = 2
• Necht’k ≥ 3.
Potom 2-housenka H (2, 2k, 2k − 1, 2, 2) obsahuje smı´sˇene´ hrany (00, 01) de´lky 0,
(00, x1)prox = 1, 2, . . . , k−1, k de´lek 1, 2, . . . , k−1, k, (y0, 01)pro y = 1, 2, . . . , k−1, k
de´lek 2k, 2k − 1, . . . , k + 2, k + 1.
H take´ obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, z0) pro z = 2k − 2, 2k − 3, . . . , k + 2, k + 1 de´lek
3, 4, . . . , k − 1, k, cˇiste´ 11-hrany (01, v1) pro v = k + 1, k + 2, . . . , 2k − 4, 2k − 3 de´lek
k, k − 1, . . . , 5, 4.
NakonecH obsahuje cestu 00, (2k−1)0, (2k)0 s cˇisty´mi 00-hranami de´lek 2, 1 a cestu
01, (2k − 2)1, (2k)1, (2k − 1)1 cˇisty´mi 11-hranami de´lek 3, 2, 1.
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Obr. 40: Konstrukce pro k = 4
Snadno oveˇrˇı´me, zˇe popsane´ hrany jsou skutecˇneˇ hrany 2-housenkyH (2, 2k, 2k− 1, 2, 2)
(vrchol 00 ma´ stupenˇ 2k, 01 ma´ stupenˇ 2k−1, vrcholy (2k− 1)0, (2k−2)1, (2k)1 jsou zbyle´
vrcholy pa´terˇe). Tudı´zˇ H ma´ smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ k ≥ 2.
Lemma 2. 3 2-housenka (2, 2, n − 1, n − 2, 2) umozˇnˇuje smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ liche´
n ≥ 5.
Du˚kaz.Necht’n = 2k+ 1, k ≥ 2. Du˚kaz rozdeˇlı´me do cˇtyrˇ prˇı´padu˚, a to pro k = 2, k = 3,
k sude´ (k ≥ 4) a k liche´ (k ≥ 5).
• Necht’k = 2.
Potom 2-housenkaH (2, 2, 4, 3, 2) obsahuje cˇistou 00-hranu (00, 10) de´lky 1 a cˇistou
11-hranu (01, 31) de´lky 2. H da´le obsahuje cestu 00, 21, 11, 30 se smı´sˇenou hranou
de´lky 2, cˇistou 11-hranou de´lky 1 a smı´sˇenou hranou de´lky 3 a cestu (01, 40, 20) se
smı´sˇenou hranou de´lky 1 a cˇistou 00-hranou de´lky 2. NakonecH obsahuje smı´sˇenou
hranu (00, 41) de´lky 4 a smı´sˇenou hranu (00, 01) de´lky 0.
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Obr. 41: Konstrukce pro k = 2
• Necht’k = 3.
Potom 2-housenka H (2, 2, 6, 5, 2) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, 10), (00, 30) de´lek 1
a 3 a cˇiste´ 11-hrany (01, 31), (01, 51) de´lek 3 a 2. H obsahuje cestu 00, 21, 11, 50 se
smı´sˇenou hranou de´lky 2, cˇistou 11-hranou de´lky 1 a smı´sˇenou hranou de´lky 3 a
cestu 01, 60, 40 se smı´sˇenou hranou de´lky 1 a cˇistou 00-hranou de´lky 2. Nakonec H
obsahuje smı´sˇene´ hrany (00, 01), (00, 41), (20, 01), (00, 61) de´lek 0, 4, 5, 6.
Obr. 42: Konstrukce pro k = 3
• Necht’k je sude´ a k ≥ 4.
Potom 2-housenka H (2, 2, 2k, 2k − 1, 2) obsahuje smı´sˇene´ hrany (u0, 01) pro u =
2, 4, . . . , 2k−6, 2k−4 de´lek 2k−1, 2k−3, . . . , 7, 5, (00, v1) pro v = 4, 6, . . . , 2k−2, 2k
de´lek 4, 6, . . . , 2k − 2, 2k a smı´sˇenou hranu (00, 01) de´lky 0.
H da´le obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, w0)prow = 1, 3, . . . , k−3, k−1de´lek 1, 3, . . . , k−
3, k − 1, (00, x0) pro x = k + 1, k + 3, . . . , 2k − 5, 2k − 3 de´lek k, k − 2, . . . , 6, 4, cˇiste´
11-hrany (01, y1) pro y = 3, 5, . . . , k− 3, k− 1 de´lek 3, 5, . . . , k− 3, k− 1, (01, z1) pro
z = k + 1, k + 3, . . . , 2k − 3, 2k − 1 de´lek k, k − 2, . . . , 4, 2.
A nakonecH obsahuje cestu 00, 21, 11, (2k− 1)0 se smı´sˇenou hranou de´lky 2, cˇistou
11-hranou de´lky 1 a smı´sˇenou hranou de´lky 3 a cestu 01, (2k)0, (2k−2)0 se smı´sˇenou
hranou de´lky 1 a cˇistou 00-hranou de´lky 2.
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Obr. 43: Konstrukce pro k = 6
• Necht’k je liche´ a k ≥ 5.
Potom 2-housenka H (2, 2, 2k, 2k − 1, 2) obsahuje smı´sˇene´ hrany (u0, 01) pro u =
2, 4, . . . , 2k−6, 2k−4 de´lek 2k−1, 2k−3, . . . , 7, 5, (00, v1) pro v = 4, 6, . . . , 2k−2, 2k
de´lek 4, 6, . . . , 2k − 2, 2k a smı´sˇenou hranu (00, 01) de´lky 0.
H da´le obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, w0) pro w = 1, 3, . . . , k − 2, k de´lek 1, 3, . . . , k −
2, k, (00, x0) pro x = k + 2, k + 4, . . . , 2k − 5, 2k − 3 de´lek k − 1, k − 3, . . . , 6, 4,
cˇiste´ 11-hrany (01, y1) pro y = 3, 5, . . . , k − 2, k de´lek 3, 5, . . . , k − 2, k, (01, z1) pro
z = k + 2, k + 4, . . . , 2k − 3, 2k − 1 de´lek k − 1, k − 3, . . . , 4, 2.
A nakonecH obsahuje cestu 00, 21, 11, (2k− 1)0 se smı´sˇenou hranou de´lky 2, cˇistou
11-hranou de´lky 1 a smı´sˇenou hranou de´lky 3 a cestu 01, (2k)0, (2k−2)0 se smı´sˇenou
hranou de´lky 1 a cˇistou 00-hranou de´lky 2.
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Obr. 44: Konstrukce pro k = 7
Snadno oveˇrˇı´me, zˇe popsane´ hrany jsou skutecˇneˇ hrany 2-housenkyH (2, 2, 2k, 2k− 1, 2)
(vrchol 00 ma´ stupenˇ 2k, 01 ma´ stupenˇ 2k − 1, vrcholy 21, 11, (2k)0 jsou zbyle´ vrcholy
pa´terˇe). Tudı´zˇ H ma´ smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ k ≥ 2.
Lemma 2. 4 2-housenka (2, 2, 2, n − 1, n − 2) umozˇnˇuje smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ liche´
n ≥ 5.
Du˚kaz.Necht’n = 2k+ 1, k ≥ 2. Du˚kaz rozdeˇlı´me do cˇtyrˇ prˇı´padu˚, a to pro k = 2, k = 3,
k sude´ (k ≥ 4) a k liche´ (k ≥ 5).
• Necht’k = 2.
Potom 2-housenka H (2, 2, 2, 4, 3) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, 40), (00, 30) de´lek 1 a
2 a cˇiste´ 11-hrany (01, 11), (01, 21) de´lek 1 a 2.
H take´ obsahuje cestu (00, 41, 10, 31, 20) se smı´sˇeny´mi hranami de´lek 4, 3, 2, 1.
Nakonec H obsahuje smı´sˇenou hranu (00, 01) de´lky 0.
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Obr. 45: Konstrukce pro k = 2
• Necht’k = 3.
Potom 2-housenka H (2, 2, 2, 6, 5) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, 60), (00, 40), (00, 20)
de´lek 1, 3, 2 a cˇiste´ 11-hrany (01, 41), (01, 61) de´lek 3 a 1.
H da´le obsahuje smı´sˇene´ hrany (00, 01), (10, 01), (30, 01), (00, 21) de´lek 0, 6, 4 a 2.
Nakonec H obsahuje cestu (00, 11, 50, 31, 51) se smı´sˇeny´mi hranami de´lek 1, 3, 5 a
cˇistou 11-hranou de´lky 2.
Obr. 46: Konstrukce pro k = 3
• Necht’k je sude´ a k ≥ 4.
Potom 2-housenka H (2, 2, 2, 2k, 2k − 1) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, u0) pro u =
2, 4, . . . , k−2, k de´lek 2, 4, . . . , k−2, k, hrany (00, v0)pro v = k+2, k+4, . . . , 2k−2, 2k
de´lek k−1, k−3, . . . , 3, 1.H da´le obsahuje cˇiste´ 11-hrany (01, w1)prow = 4, 6, . . . , k−
2, k de´lek 4, 6, . . . , k − 2, k, hrany (01, x1) pro x = k + 2, k + 4, . . . , 2k − 2, 2k de´lek
k − 1, k − 3, . . . , 3, 1.
H obsahuje smı´sˇene´ hrany (y0, 01) pro y = 1, 3, . . . , 2k − 5, 2k − 3 de´lek 2k, 2k −
2, . . . , 6, 4, hrany (00, z1) pro z = 7, 9, . . . , 2k − 3, 2k − 1 de´lek 7, 9, . . . , 2k − 3, 2k −
1, smı´sˇenou hranu (00, 01) de´lky 0 a (00, 21) de´lky 2. Nakonec H obsahuje cestu
00, 11, (2k − 1)0, 31, 51 se smı´sˇeny´mi hranami de´lek 1, 3, 5 a cˇistou 11-hranou de´lky
2.
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Obr. 47: Konstrukce pro k = 6
• Necht’k je liche´ a k ≥ 5.
Potom 2-housenka H (2, 2, 2, 2k, 2k − 1) obsahuje cˇiste´ 00-hrany (00, u0) pro u =
2, 4, . . . , k − 3, k − 1 de´lek 2, 4, . . . , k − 3, k − 1, hrany (00, v0) pro v = k + 1, k +
3, . . . , 2k − 2, 2k de´lek k, k − 2, . . . , 3, 1. H da´le obsahuje cˇiste´ 11-hrany (01, w1)
pro w = 4, 6, . . . , k − 3, k − 1 de´lek 4, 6, . . . , k − 3, k − 1, hrany (01, x1) pro x =
k + 1, k + 3, . . . , 2k − 2, 2k de´lek k, k − 2, . . . , 3, 1.
H obsahuje smı´sˇene´ hrany (y0, 01) pro y = 1, 3, . . . , 2k − 5, 2k − 3 de´lek 2k, 2k −
2, . . . , 6, 4, hrany (00, z1) pro z = 7, 9, . . . , 2k − 3, 2k − 1 de´lek 7, 9, . . . , 2k − 3, 2k −
1, smı´sˇenou hranu (00, 01) de´lky 0 a (00, 21) de´lky 2. Nakonec H obsahuje cestu
00, 11, (2k − 1)0, 31, 51 se smı´sˇeny´mi hranami de´lek 1, 3, 5 a cˇistou 11-hranou de´lky
2.
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Obr. 48: Konstrukce pro k = 7
Snadno oveˇrˇı´me, zˇe popsane´ hrany jsou skutecˇneˇ hrany 2-housenkyH (2, 2, 2, 2k, 2k− 1)
(vrchol 00 ma´ stupenˇ 2k, 01 ma´ stupenˇ 2k − 1, vrcholy 11, (2k − 1)0, 31 jsou zbyle´ vrcholy
pa´terˇe). Tudı´zˇ H ma´ smı´sˇene´ ohodnocenı´ pro kazˇde´ k ≥ 2.
Veˇta 4.3 Kazˇda´ 2-housenka [n− 1, n− 2, 2, 2, 2] na 2n vrcholech faktorizuje kompletnı´ grafK2n
pro libovolne´ liche´ n ≥ 5, jsou-li vrcholy stupnˇu˚ n− 1 a n− 2 sousednı´.
Du˚kaz. Plyne prˇı´mo z prˇedesˇly´ch Lemmat 2.1 - 2.4 a veˇty 3.5.
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5 Implementovane´ programy
Pro vytvorˇenı´ programu˚ byl pouzˇit programovacı´ jazyk C + + a vy´vojove´ prostrˇedı´
Visual Studio 2010 (licence v ra´mci VSˇB - MSDN Academic Alliance). Implementovane´
programy jsou prˇilozˇeny na CD.
V prvnı´ cˇa´sti popı´sˇeme program slouzˇı´cı´ pro vstup zkoumany´ch stromu˚ do softwaru
pro paralelnı´ vyhleda´va´nı´ faktorizacı´ kompletnı´ch grafu˚, v druhe´ cˇa´sti program pro vy-
hleda´va´nı´ smı´sˇeny´ch ohodnocenı´ pro kostry (postacˇujı´cı´ podmı´nka pro faktorizaci K2n,
pro n liche´ (viz veˇta 3.5).
5.1 Vstup zkoumany´ch stromu˚
Jak jsme jizˇ zmı´nili drˇı´ve, tentoprogramslouzˇı´ provstupzkoumany´ch stromu˚do softwaru
pro paralelnı´ vyhleda´va´nı´ faktorizacı´ kompletnı´ch grafu˚.
Program byl vytvorˇen konkre´tneˇ z toho du˚vodu, zˇe vstup do dane´ho softwaru vyzˇa-
duje jiny´ za´pis stromu˚, nezˇ v jake´m jsou k dispozici seznamy neizomorfnı´ch stromu˚ ke
stazˇenı´ na internetu1.
Vstup tedy odpovı´da´ standardnı´ strukturˇe seznamu sousedu˚ (viz uka´zka 1). Program
projde vstupnı´ soubor, ulozˇı´ si jednotlive´ vrcholy pozˇadovane´ho grafu domatice soused-
nosti (jsou-li sousednı´, tzn. pokud je mezi nimi hrana), podle ktere´ pak usporˇa´da´ pole
s jednotlivy´m oznacˇenı´m vrcholu˚ (naprˇ. v1, v2, . . ., prˇı´padneˇ u1, u2, . . .), ktere´ je soucˇa´stı´
vy´stupnı´ho souboru. Vy´stup programu odpovı´da´ pozˇadavku˚m paralelnı´ho softwaru pro
hleda´nı´ faktorizacı´ na izomorfnı´ stromy (viz uka´zka 2).
Graph 1, order 12.
0 : 11;
1 : 11;
2 : 11;
3 : 11;
4 : 11;
5 : 11;
6 : 11;
7 : 11;
8 : 11;
9 : 11;
10 : 11;
11 : 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10;
Uka´zka 1: Vstupnı´ soubor
12
{v1v12,v2v12,v3v12,v4v12,v5v12,v6v12,v7v12,v8v12,v9v12,v10v12,v11v12}
{u1u12,u2u12,u3u12,u4u12,u5u12,u6u12,u7u12,u8u12,u9u12,u10u12,u11u12}
2
Uka´zka 2: Vy´stupnı´ soubor
1https://hog.grinvin.org/Trees
45
5.1.1 Algoritmus
Program spousˇtı´me prˇes prˇı´kazovou rˇa´dku s prˇesneˇ peˇti parametry. Prvnı´m parametrem
je na´zev spustitelne´ho souboru programu, druhy´m je na´zev vstupnı´ho souboru, naprˇ.
trees12. txt , trˇetı´m je cˇı´slo pozˇadovane´ho grafu (0 pro vy´pis vsˇech), cˇtvrty´m je pozˇado-
vana´ konstanta a pa´ty´m je na´zev vy´stupnı´ho souboru, naprˇ. out. txt . Pokud zada´me jiny´
pocˇet parametru˚, program se nespustı´, v prˇı´padeˇ, zˇe zada´me spra´vny´ pocˇet parametru˚,
dojde k u´speˇsˇne´mu spusˇteˇnı´ programu.
Na zacˇa´tku se spustı´ procedura void ProVsechny(char ∗vstupSoubor, char ∗cisloGrafu,
char ∗konstanta, char ∗vystupSoubor), ktera´ obsahuje dalsˇı´ procedury, neˇktere´ se spustı´ v
za´vislosti na pozˇadovane´m cˇı´sle grafu ze vstupnı´ch parametru˚ programu.
Jako prvnı´ se spustı´ procedura void VytvoreniMatice(char ∗vstupSoubor), ktera´ vytvorˇı´
matici sousednosti podle pocˇtu vrcholu˚ ve vstupnı´m souboru. K tomu slouzˇı´ prvnı´ rˇa´dek
ve vstupnı´m souboru, a to naprˇ.: Graph 1, order 12., kde zjistı´me, zˇe nasˇe pozˇadovane´
cˇı´slo v tomto prˇı´padeˇ bude 12 (pokudma´me jako parametr vstupSoubor - trees12. txt ) (toto
cˇı´slo se ulozˇı´ do globa´lnı´ promeˇnne´ order). Procedura si take´ zjistı´, jaky´ je pocˇet grafu˚ ve
vstupnı´m souboru, pro pozdeˇjsˇı´ kontrolu vstupnı´ho parametru z prˇı´kazove´ rˇa´dky, a to
konkre´tneˇ pro cˇı´slo pozˇadovane´ho grafu.
Jako druha´ se spustı´ procedura void VycisteniSouboru(char ∗vystupSoubor), ktera´ vy-
mazˇe prˇedchozı´ obsah vy´stupnı´ho souboru, pokud neˇjaky´ existoval (aby nedosˇlo k nech-
teˇne´mu prˇida´va´nı´ dalsˇı´ch vy´sledku˚ za sebe do stejne´ho souboru).
O tom, jak bude program pokracˇovat da´l, rozhoduje nynı´ cˇı´slo, ktere´ jsme zadali prˇi
zada´nı´ vstupnı´ch parametru˚, a to konkre´tneˇ trˇetı´ parametr - cˇı´slo pozˇadovane´ho grafu.
Hlavnı´ podmı´nka rozdeˇlı´ program na dveˇ veˇtve: jestli cˇı´slo je 0 a jestli je ru˚zne´ od nuly.
Jako prvnı´ mozˇnost vezmeme prˇı´klad, zˇe vstup byl 0. Zde jsme pouzˇili cyklus s
podmı´nkou na konci, konkre´tneˇ s podmı´nkou dokud je promeˇnna´ cislo mensˇı´ nebo rovna
pocˇtu grafu˚ ve vstupnı´m souboru, dekrementova´nu o jednicˇku. Na´sledneˇ se opakujı´ cˇtyrˇi
procedury (a inkrementace promeˇnne´ cislo (ve ktere´ je ulozˇena informace o tom, ktery´
graf zrovna prˇeva´dı´me)):
• void VycisteniMatice() - procedura, ktera´ vynuluje matici sousednosti.
• void NacteniSouboruAGrafu(char ∗vstupSoubor, int cisloGrafu) - v te´to procedurˇe pra-
cujeme sevstupnı´msouborem,vektere´mvyhleda´mepozˇadovany´ graf, ktery´ chceme
v danou chvı´li prˇeva´deˇt. Postupujeme rˇa´dek po rˇa´dku (v cyklu for, kde zacˇı´na´me
nulou a koncˇı´me pocˇtem vrcholu˚ (globa´lnı´ promeˇnnou order)), pokazˇde´ si domatice
sousednosti ulozˇı´me informaci o tom, ktery´ vrchol je s ktery´m sousednı´ (na dane´
pozici v matici se 0 prˇepı´sˇe na 1).
• void PrevodZMatice() - procedura vyuzˇı´vajı´cı´ funkci string∗ VytvoreniPole(char znak),
ktera´ na´m vytvorˇı´ (a vracı´) pole znaku˚ s cˇı´sly (konkre´tneˇ pouzˇı´va´me znaky v a u s
cˇı´sly 1 azˇ order, tzn. naprˇ.: v1,v2 ,... ). V samotne´ procedurˇe pak vytva´rˇı´me seznam
hran podle matice sousednosti (naprˇ.: v1v12,v2v12,v3v12,...).
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• void ZapisDoSouboru(char ∗konstanta, char ∗vystupSoubor, int cisloGrafu) - procedura,
ktera´ na´m vytva´rˇı´ vy´stupnı´ soubor. Na prvnı´ rˇa´dek zapı´sˇeme order, ktery´ je stejny´
jako ve vstupnı´m souboru, na druhy´ a trˇetı´ rˇa´dek zapı´sˇeme seznam hran do slozˇe-
ny´ch za´vorek, oddeˇleny´ cˇa´rkami a na poslednı´ rˇa´dek napı´sˇeme konstantu (ze vstup-
nı´ho souboru) (viz uka´zka 2).
Po ukoncˇenı´ cyklu s podmı´nkou na konci ma´me vy´stupnı´ soubor obsahujı´cı´ prˇevod
vsˇech grafu˚ ze vstupnı´ho souboru na seznam hran v pozˇadovane´m forma´tu. Algoritmus
trva´ de´le, ma´me-li velky´ vstupnı´ soubor (tzn. vı´ce grafu˚ na prˇevod), jelikozˇ vy´sledek zapi-
sujeme do jednoho textove´ho souboru, s ktery´m se prˇi kazˇde´m za´pise do souboru pracuje.
Druhou mozˇnostı´ pokracˇova´nı´ programu je, zˇe vstup nebyl 0. V tom prˇı´padeˇ prove-
deme stejnou sekvenci procedur (ale pouze jednou), jako v prˇı´padeˇ pro vstup roven nule,
pro prˇı´pad, zˇe bylo zada´no cˇı´slo grafu, ktere´ existuje ve vstupnı´m souboru. Pokud bylo
zada´no sˇpatne´ cˇı´slo, vypı´sˇe se chybova´ hla´sˇka. Vy´sledkem tedy je jeden textovy´ soubor s
prˇevodem pozˇadovane´ho grafu.
5.2 Smı´sˇene´ ohodnocenı´
Tento program slouzˇı´ pro nalezenı´ smı´sˇeny´ch ohodnocenı´ pro kostry. K vyhleda´nı´ jed-
notlivy´ch ohodnocenı´ pouzˇijeme rekurzivnı´ proceduru, ktera´ projde postupneˇ vsˇechny
mozˇnosti ohodnocenı´ dane´ kostry.
Jako vstup ma´me textovy´ soubor (viz uka´zka ??), ktery´ na prvnı´m rˇa´dku bude obsa-
hovat pocˇet vrcholu˚ grafu, na dalsˇı´m pak seznam hran a poslednı´ rˇa´dek nese informaci
o pocˇtu pozˇadovany´ch rˇesˇenı´ (0 pro vsˇechny). Je du˚lezˇite´, aby seznam hran byl psa´n tak,
aby se nestalo, zˇe po prˇida´nı´ hrany na´m vzniknou dveˇ komponenty grafu, tzn. prˇida´va´me
vrchol (hranu) vzˇdy k jizˇ drˇı´ve prˇidane´mu vrcholu (takto serˇazeny hrany jsou pro strom
vzˇdy, jinak by byla porusˇena souvislost stromu, poprˇ. by vznikla kruzˇnice). Vy´stupem
programu je tedy textovy´ soubor, ktery´ obsahuje jedno nebo vı´ce smı´sˇeny´ch ohodnocenı´
pro pozˇadovany´ graf (viz uka´zka 3).
14
{v1v2,v2v4,v2v5,v4v6,v5v7,v7v3,v7v8,v8v9,v8v10,v10v11,v11v12,v11v13,v13v14}
15
Uka´zka 3: Vstupnı´ soubor
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1. reseni:
0 0 1 0
1 0 3 0
1 0 4 0
3 0 0 1
4 0 2 1
2 1 2 0
2 1 6 0
6 0 1 1
6 0 5 1
5 1 3 1
3 1 4 1
3 1 6 1
6 1 5 0
Uka´zka 4: Vy´stupnı´ soubor
5.2.1 Algoritmus
Program spousˇtı´me prˇes prˇı´kazovou rˇa´dku s prˇesneˇ dveˇma parametry. Prvnı´m parame-
trem je na´zev spustitelne´ho souboru programu, druhy´m je na´zev vstupnı´ho souboru,
naprˇ. vstup. txt . Pokud zada´me pocˇet parametru˚ jiny´, program se nespustı´, v prˇı´padeˇ, zˇe
zada´me spra´vny´ pocˇet parametru˚, program se u´speˇsˇneˇ spustı´.
Na zacˇa´tku se spustı´ procedura void Hlavni(char ∗vstupniSoubor), ktera´ obsahuje dalsˇı´ pro-
cedury, ktere´ se spustı´ vsˇechny bez rozdı´lu na pozˇadovane´m pocˇtu rˇesˇenı´.
Jako prvnı´ se spustı´ procedura void NacteniK(char ∗vstupniSoubor), ve ktere´ si zjistı´me
pozˇadovane´ hodnoty ze vstupnı´ho souboru, a to konkre´tneˇ pozˇadovany´ pocˇet rˇesˇenı´ a
pocˇet vrcholu˚ grafu, ze ktere´ho si vypocˇteme n a k pro na´sledne´ smı´sˇene´ ohodnocenı´
grafu.
Jako druha´ se spustı´ procedura void PocetPrvkuVytvoreniPole(char ∗vstupniSoubor), ktera´
vytvorˇı´ pole pro na´sledny´ seznam vrcholu˚ ze vstupnı´ho souboru (tzn. seznam hran).
Da´le se spustı´ procedura void NacteniSouboru(char ∗vstupniSoubor), ktera´ projde vstupnı´
soubor a naplnı´ z neˇj vy´sˇe zmı´neˇne´ pole se seznamem vrcholu˚ (hran).
Dalsˇı´ spusˇteˇna´ procedura void VytvoreniPoli () vytvorˇı´ (a vynuluje) pole, ktere´ budeme
potrˇebovat pozdeˇji. Jsou to konkre´tneˇ:
• mixovane delky[][] - dvourozmeˇrne´ pole, v prvnı´m sloupci ma´me cˇı´sla mozˇny´ch mi-
xovany´ch de´lek, v druhe´m nuly (prˇı´padneˇ v pru˚beˇhu programu jednicˇky - pokud
byla hrana pouzˇita).
• ciste delky 0 [][] - dvourozmeˇrne´ pole, v prvnı´m sloupci ma´me cˇı´sla mozˇny´ch cˇis-
ty´ch 00-de´lek, v druhe´m nuly (prˇı´padneˇ v pru˚beˇhu programu jednicˇky - pokud byla
hrana pouzˇita).
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• ciste delky 1 [][] - dvourozmeˇrne´ pole, v prvnı´m sloupci ma´me cˇı´sla mozˇny´ch cˇis-
ty´ch 11-de´lek, v druhe´m nuly (prˇı´padneˇ v pru˚beˇhu programu jednicˇky - pokud byla
hrana pouzˇita).
• labely vrcholy [][] - dvourozmeˇrne´ pole s peˇti sloupci, v prvnı´m sloupcima´me indexy
vrcholu˚ ((X0, Y1) v prvnı´ pu˚lce nuly, v druhe´ jednicˇky), v druhe´m sloupci ma´me
labely vrcholu˚ (0, . . . , 2k) pro kazˇdou polovinu indexu˚, ve trˇetı´m sloupcima´me nuly
(prˇı´padneˇ v pru˚beˇhu programu jednicˇky - znacˇı´, zda byl dany´ vrchol pouzˇit), ve
cˇtvrte´m sloupci ma´me take´ nuly (v pru˚beˇhu programu jsou tam prˇı´padneˇ vrcholy,
ktery´m jsme prˇirˇadili dany´ label) a poslednı´ sloupec je pomocny´, jsou v neˇm cˇı´sla
rˇa´dku˚ pole (1, . . . , 2n).
• vysledek [][] - dvourozmeˇrne´ pole, na zacˇa´tku je vynulovane´, v pru˚beˇhu programu
se do neˇj pı´sˇı´ cˇı´sla rˇa´dku˚ z pole labely vrcholy [][] , tzn. konkre´tneˇ prvky labely vrcholy
[4][ i ] .
Prˇedposlednı´ procedura void VycisteniSouboru() vymazˇe prˇedchozı´ obsah vy´stupnı´ho sou-
boru, pokud neˇjaky´ existoval (aby nedosˇlo k nechteˇne´mu prˇida´va´nı´ dalsˇı´ch vy´sledku˚ za
sebe do stejne´ho souboru) - pro soubor Vysledek.txt.
Na´sleduje vybra´nı´ prvnı´ho vrcholu ze vstupnı´ho souboru, ktery´ se nebude jizˇ meˇnit (nenı´
to ani trˇeba) - tzn. prˇirˇazenı´ do pole vysledek [][] a zmeˇny v poli labely vrcholy [][] (oznacˇit
nulty´ prvek jako pouzˇity´ a prˇirˇazenı´ vrcholu do cˇtvrte´ho sloupce).
Poslednı´ je rekurzivnı´ procedura void OhodnoceniVrcholu(int vstup), kterou se nynı´ budeme
zaby´vat.
V prvnı´ cˇa´sti kontrolujeme promeˇnnou vstup (jelikozˇ se jedna´ o rekurzi) - pokud je veˇtsˇı´
nebo rovna pocˇtu vrcholu˚ dekrementova´nu o jednicˇku, pak mu˚zˇeme zapsat rˇesˇenı´. Zde
se jako prvnı´ vzˇdy zavola´ procedura void VypisOhodnoceni(int pocet), ktera´ do vy´stupnı´ho
textove´ho souboru (Vysledek.txt) zapı´sˇe vypocˇtene´ rˇesˇenı´ - na prvnı´ rˇa´dek zapı´sˇe porˇadı´
rˇesˇenı´ a na dalsˇı´ch rˇa´dcı´ch sepı´sˇe seznamhran s jejich labely pro smı´sˇene´ ohodnocenı´ (tzn.
00, resp. 0 0, atd.). Na´sleduje podmı´nka, ktera´ kontroluje, zda sema´ program ukoncˇit (vy-
psal jizˇ vsˇechny rˇesˇenı´, ktere´ jsme chteˇli, poprˇ. jestli jsme chteˇli vsˇechna rˇesˇenı´), nebo najı´t
dalsˇı´ ohodnocenı´.
Zbytek procedury tvorˇı´ cyklus for, na jehozˇ zacˇa´tku zkontrolujeme, zda byl momenta´lneˇ
zkoumany´ label jizˇ pouzˇit cˇi nikoli. Pokud pouzˇit nebyl, program pokracˇuje da´l v cyklu
- do promeˇnny´ch vrchol0 a vrchol1 si ulozˇı´me informace o zkoumane´ hraneˇ - tzn. o vr-
cholu prˇedchozı´m a noveˇ prˇidany´m. V na´sledujı´cı´m cyklu for si zjistı´me, jaky´ label ma´
prˇedchu˚dce (vrchol0) (tzn. z pole labely vrcholy [][] najdeme ten rˇa´dek, ve ktere´m je ulozˇen
dany´ vrchol vrchol0 (tato informace je ulozˇena ve cˇtvrte´m sloupci pole, viz vy´sˇe)). Do
pole vysledek[0][vstup] se zapı´sˇe rˇa´dek, na ktere´m je ohodnocenı´ prˇedchu˚dce (pro pozdeˇjsˇı´
vy´pis).
Na´sledujı´ podmı´nky pro vypocˇtenı´ (a urcˇenı´, zda se jedna´ o smı´sˇenou cˇi cˇistou hranu)
de´lky hrany. Informaci o tom, o jakou hranu se jedna´, zjistı´me pomocı´ indexu˚ labelu˚ - tzn.
z prvnı´ho sloupce pole labely vrcholy [][] . Na´sledneˇ se volajı´ prˇı´slusˇne´ funkce, ktere´ vy-
pocˇtou danou de´lku hrany (podle pravidel pro smı´sˇene´ ohodnocenı´). V kazˇde´ podmı´nce
pro urcˇenı´ de´lky ma´me take´ oveˇrˇova´nı´, zda de´lka jizˇ byla nebo nebyla pouzˇita. Jestlizˇe
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de´lka hrany jizˇ pouzˇita byla, tak prˇeskocˇı´me na dalsˇı´ iteraci cyklu for. Jakmile ma´me vy-
pocˇtenou de´lku hrany, a ta nebyla jesˇteˇ pouzˇita (tzn. mu˚zˇeme ji pouzˇı´t), oznacˇı´me v poli
labely vrcholy [][] dany´ label jako pouzˇity´, do cˇtvrte´ho sloupce prˇirˇadı´me dany´ vrchol (ze
vstupnı´ho souboru), do pole vysledek[1][vstup] zapı´sˇeme rˇa´dek, na ktere´m je ohodnocenı´
nasˇeho vrcholu a de´lku hrany, kterou jsme pouzˇili, oznacˇı´me za pouzˇitou (tzn. prˇepı´sˇeme
0 na 1). Na´sleduje rekurzivnı´ vola´nı´ procedury, a to OhodnoceniVrcholu(vstup+1). Pokud
pouzˇijeme vsˇechny mozˇnosti a ohodnocenı´ udeˇlat nezle, musı´me vrchol i de´lku hrany
odznacˇit, tzn. zmeˇnit 1 na 0, takte´zˇ prˇepsat na nulu pozici v nasˇem poli vysledek [][] .
Meˇjme kostru T1 se smı´sˇeny´m ohodnocenı´m O1. Prˇicˇteˇme k ohodnocenı´m vrcholu˚
T1 cˇı´slo 1. Dostaneme kostru T2 ∼= T1, ktera´ ma´ smı´sˇene´ ohodnocenı´ O2 ̸= O1. Ke
vsˇem ohodnocenı´m vrcholu˚ v T2 prˇicˇteˇme cˇı´slo 1. Dostaneme kostru T3 ∼= T2, ktera´
ma´ smı´sˇene´ ohodnocenı´ O3 ̸= O2, O3 ̸= O1, . . . atd. Takovou proceduru mu˚zˇeme prove´st
n-kra´t (pro kostru na 2n vrcholech), z cˇehozˇ plyne, zˇe z jedine´ho smı´sˇene´ho ohodnocenı´
mu˚zˇeme mı´t n ru˚zny´ch ohodnocenı´. Proto celkovy´ pocˇet ohodnocenı´ musı´ by´t na´sobek
n. E(Ti) ∩ E(Tj) = ∅, pro kazˇde´ i ̸= j.
Pro konkre´tnı´ vstupnı´ soubor (viz uka´zka 3) nasˇel program 294420 (viz uka´zka 4) rˇesˇenı´
(pro kontrolu - pocˇet vrcholu˚ byl 14, tzn. n = 7 - cˇı´slo je deˇlitelne´ 7-mi - viz prˇedchozı´
odstavec).
Program tedy pro zadanou kostru nalezne urcˇity´ (pozˇadovany´) pocˇet rˇesˇenı´ (nebo
vsˇechna mozˇna´ rˇesˇenı´ smı´sˇene´ho ohodnocenı´, ktera´ dana´ kostra ma´).
294420. reseni:
0 0 6 1
6 1 5 1
6 1 4 1
5 1 2 1
4 1 6 0
6 0 3 1
6 0 0 1
0 1 5 0
0 1 4 0
4 0 1 0
1 0 1 1
1 0 3 0
3 0 2 0
Uka´zka 5: 294420. rˇesˇenı´
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6 Za´veˇr
V kapitole 5 jsme popsali funkci programu slouzˇı´cı´ pro vstup zkoumany´ch stromu˚ do
softwaru pro paralelnı´ vyhleda´va´nı´ faktorizacı´ kompletnı´ch grafu˚ a programu pro vyhle-
da´va´nı´ smı´sˇeny´ch ohodnocenı´ pro kostry.
V kapitole 4 te´to pra´ce jsme doka´zali, zˇe:
Veˇta 6.1 Kazˇda´ 2-housenka rˇa´du 2n faktorizuje kompletnı´ graf K2n, pro n liche´, n ≥ 7, jsou-li
vrcholy stupneˇ vysˇsˇı´ho nezˇ dva sousednı´.
Prˇipomenˇme vsˇak, zˇe 2-housenky existujı´ pro n ≥ 5 a vı´me, zˇe 2-housenky [n − 1, n −
2, 2, 2, 2] se sousednı´mi vrcholy stupnˇu˚ n− 1 a n− 2 faktorizujı´K2n i pro n = 5. Jesˇteˇ tedy
zby´va´ charakterizovat 2-housenky pro n = 5 typu [n, n− 3, 2, 2, 2], a to jsou (5, 2, 2, 2, 2),
(2, 5, 2, 2, 2) a (2, 2, 5, 2, 2). V [14] je doka´za´no, zˇe housenka (5, 2, 2, 2, 2) nefaktorizujeK10,
ve [4] je doka´za´no, zˇe housenka (2, 2, 5, 2, 2) nefaktorizujeK10 a housenka (2, 5, 2, 2, 2)ma´
smı´sˇene´ ohodnocenı´ (viz obr. 49) a proto faktorizujeK10.
Obr. 49: Smı´sˇene´ ohodnocenı´ 2-housenky (2, 5, 2, 2, 2)
Prˇirozeny´mpokracˇova´nı´m te´topra´ce je vy´zkumfaktorizacı´ 2-housenek [n, n−3, 2, 2, 2]
a [n − 1, n − 2, 2, 2, 2] se sousednı´mi vrcholy stupneˇ vysˇsˇı´ho nezˇ 2 pro n suda´, zkoumat
faktorizace 2-housenek [n, n−3, 2, 2, 2] a [n−1, n−2, 2, 2, 2], jsou-li vrcholy stupneˇ vysˇsˇı´ho
nezˇ 2 neza´visle´ a zkoumat faktorizace 3-housenek, tj. housenek s pru˚meˇrem 6, ktere´ majı´
trˇi vrcholy stupneˇ vysˇsˇı´ho nezˇ 2.
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A Obsah prˇilozˇene´ho disku
• text bakala´rˇske´ pra´ce
• zdrojove´ ko´dy
